CHAPITRE 3

Equations etinéquations
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Seconde - Equations et inéquations

Introduction

|Dans ce chapitre, nous apprendrons a résoudre différents types d’équations et d’'inéquations en utilisant des
méthodes simples et rigoureuses. Nous verrons aussi comment utiliser les tableaux de signes pour étudier des
expressions et en déduire des solutions.

Equations

A - Généralités

Résoudre une équation d'inconnue x, c’est déterminer toutes les valeurs de x pour lesquelles I'égalité est
vraie. Lensemble de ces valeurs constituent I'ensemble des solutions de I'équation.

Exemple :

En clair, pour résoudre I'’équation x + 1 = 2 il ne suffit pas d’affirmer que 1 est solution de cette équation
(en effet, on a bien : 1+ 1 = 2), il faut également justifier que tous les autres nombres réels ne sont pas
solutions des solutions de notre équation.

Pour cela on va chercher a ce ramener a des équations qu’on nommera triviale, par exemple : x =1 en est
une. Ici il est évident que seul 1 est solution de notre équation.

Voyons comment passer de notre équation x + 1 = 2 a une équation triviale.

Deux équations sont équivalentes si elles ont méme ensemble des solutions.

Exemple :
Nous venons de voir que 'ensemble des solutions de I'équation x + 1 = 2 est S = {1}, on montre sans

difficulté que 'ensemble des solutions de 1'équation x = 1 est S’ = {1}. Ainsi comme S = §', on peut dire
que les équations x + 1 =2 et x = 1 sont équivalentes, on notera :

xX+1=2ox=1

Propriété 1 : Obtention d’équation équivalente

* On obtient une équation équivalente lorsqu’'on ajoute ou soustrait un méme nombre aux deux
membres d'une équation;

* On obtient une équation équivalente lorsqu’on multiplie ou divise les deux membres d'une équation
par un méme nombre non nul.

Exemple:
Pour résoudre 3x+7 =21 :

3x+7=213x=21-7

< 3x=14
14

Sx=—
3

Cette succession d’équivalence nous permet d’assurer que I'ensemble des solutions de I’équation souhai-
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tée : 3x+ 7 = 21 est le méme que I'ensemble des solutions de I'équation : x = 13—4. Cette derniére est une

équation triviale (évidente) a partir de laquelle on peut immédiatement conclure que I’ensemble des so-

lutions est: S = {13—4}

Ainsil'ensemble des solutions de notre équation de départ est: S = {11}.

@Aretenir: La méthode sera toujour d’utiliser les propriétés pour conserver des équations équivalentes afin
d’obtenir une équation dite triviale, c’est-a-dire de la forme : x = ... (et rien d’autre). Ces équations (et uniquement
elles) nous permettent de conclure directement sur I’ensemble des solutions de notre équation souhaitée.

Z A savoir faire 1 : Résoudre une équation de degré 1

Résoudre les équations suivantes :
1. 2x-5=0
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B - Equations produit nul

Théoréme 1 : Produit nul

Un produit est nul si, et seulement si, 'un des facteurs est nul, c’est-a-dire :

AB=0A=0o0u B=0

Exemple :
e Résoudre (x—15)(2x+5)=0

© Information: Ordre supérieur

Le théoréme précédent nous ouvre les portes de certaines équations d’ordre supérieur a 1. En effet a I'aide de la
factorisation on peut se ramener a un produit d’expression d’ordre un, ensuite par le théoréme nous n'avons plus
qu'arésoudre des équations d’ordre 1.

® 3 . . 2z 2z . 2 e
# A savoir faire 2 : Résoudre des équations d’ordre supérieur a 1

Résoudre les équations suivantes :

1. x¥>-8x+16=0
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@Aretenir: Lorsque vous avez une équation d’'un degré supérieur a 1, il faut tout faire pour se ramener a une
équation produit nul :

* Obtenir le second membre de 'équation égal a 0
On a alors : équation produit nul;

* Gagnons le produit en factorisant! On va chercher a factoriser le membre de gauche (non nul) pour finale-
ment obtenir une équation produit nul.

C - Equations quotient

Certaines équations nécessitent des contraintes sur les variables.
Par exemple, si on cherche une longueur, la solution ne peut étre que positive ou nulle. De la méme maniere
certaines opérations ne sont pas définies pour toutes les valeurs réelles.

Théoréme 2 : Equation quotient

La division par zéro n’'étant pas définie;

Le réel xy est solution de I’équation :
P(x)
—=T(x)
Q(x)

si, et seulement si, Q(xp) # 0 et P(xg) = Q(xp) T (xp)

Exemple :
Montrer que 5 — v/6 est solution de I'’équation : ﬁ—:; =x-6
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Corollaire 1 :

Une fraction % est égale a un réel k si, et seulement si, B # 0 et A= kB. C’est-a-dire :

A
EZk@B;éO et A=kB

@A retenir : Dans une équation quotient la premiere chose 2 faire c’est de vérifier que cette équation a un sens,
c’est-a-dire déterminer pour quelles valeurs le dénominateur est non nul. Puis on vérifie que le numérateur est le
produit du dénominateur par le membre de droite.

Exemple :
Montrer que % est solution de I’équation i—:;) =5

Z A savoir faire 3 : Résoudre des équations quotient

Résoudre les équations suivantes :

2x=5 _
L. 3x+7 4
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Inéquations

A - Généralités

Résoudre une inéquation d’inconnue x, c’est déterminer toutes les valeurs de x pour lesquelles I'inégalité
est vraie. Lensemble de ces valeurs constituent I'ensemble des solutions de 'inéquation.

Exemple:

De laméme facon que pour les équations, pour résoudre 'inéquation x+1 > 2 il ne suffit pas d’affirmer que
11, +oo[ comme solution. Il faut également justifier que tous les autres nombres réels ne sont pas solutions
de notre inéquation.

Pour cela on va chercher a ce ramener a des inéquations qu’on nommera triviales, par exemple : x > 1 en
est une. Ici il est évident que seul 11, +oo[ est solution de notre inéquation.

Voyons comment passer de notre inéquation x + 1 > 2 a une inéquation triviale.

Deux inéquations sont équivalentes si elles ont méme ensemble des solutions.

Exemple:

Nous venons de voir que 'ensemble des solutions de I'inéquation x +1 > 2 est S =]1, +oc0[, de méme on
montre sans difficulté que 'ensemble des solutions de 'inéquation x > 1 est S’ =]1, +ool.
Ainsi comme S = §', on peut dire que les inéquations x + 1 > 2 et x > 1 sont équivalentes, on notera :

x+1>2ox>1

Propriété 2 : Obtention d’'inéquation équivalente

* On obtient une inéquation équivalente lorsqu’on ajoute ou soustrait un méme nombre aux deux
membres d'une inéquation.

¢ On obtient une inéquation équivalente lorsqu’on multiplie ou divise les deux membres d’'une inéqua-
tions par un méme nombre strictement postif.
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e On obtient une inéquation équivalente lorsqu’on multiplie ou divise les deux membres d'une inéqua-
tions par un méme nombre strictement négatif et que I'on change le sens de l'inégalité. En d’autres
termes, pour k<0 :

P(x)>Q(x) & kP(x) < kQ(x)

Exemple :

Pour résoudre I'inéquation 3x+7>21:

3x+7>213x>21-7

<3x>14

14
©x>? car3>0

Cette succession d’équivalence nous permet d’assurer que '’ensemble des solutions de notre inéquation
estle méme que celui del'inéquation: x > %. Cette derniére est une inéquation triviale a partir de laquelle
on peut immédiatement conclure que 'ensemble des solutions est : § = | &, +oo]

Ainsi 'ensemble des solutions de notre inéquation de départest: S = | U +oo|.

@ Aretenir: La méthode pour résoudre une inéquation est la méme que pour une équation, on utilise les diffé-
rentes propriétés pour obtenir des inéquations équivalentes et aboutir a une inéquation triviale.

# A savoir faire 4 : Résoudre une inéquation de degré 1

Résoudre les équations suivantes :

1. 3x-1>0

2. —2x+8<1
3. -5x—3=9x+13
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B - Tableau de signes d’'une expression

On considere deux réels a et b tels que a < b et une expression A(x) définie sur R\ {b} telle que :
A(x) > 0 pour tout x < a et A(x) > 0 pour tout x > a et A(a) =0.

On centralise toutes ces informations dans le tableau de signes suivant :

X —00 a b +00
Signe _ _
de A(x) 0

© Information: Conventions

* Quand l'expression est strictement positive (respectivement négative) sur un intervalle de réels, on met le
signe + (respectivement -) dans la zone a la verticale de I'intervalle.

* Quand I'expression s’annule pour un nombre réel a, on met un 0 a la verticale de a.

* Quand l'expression n’est pas définie en une valeur b (par exemple % n’est pas définie en x = 0) on trace une
double barre a la verticale de la valeur b. On dit que b est une valeur interdite pour A(x).

Le tableau de signes est d'une grande d’aide pour résoudre une inéquation car nous avons dans un chapitre pré-
cédent que a = b < a— b = 0. Ainsi pour résoudre une inéquation il sera trés souvent utile d’étudier le signe d'une
expression.

C - Inéquations produit / quotient

Théoreme 3 : Régle des signe

* Le produit de deux facteurs (ou quotient de deux termes) non nuls est positif si, et seulement si, les
deux facteurs (ou termes) sont de méme signe.

* Le produit de deux facteurs (ou quotient de deux termes) non nuls est négatif si, et seulement si, les
deux facteurs (ou termes) sont de signe contraire.
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Exemple :
1. Etudier le signe de A(x) = —2(—2x+3)(2x—7) sur R

Signe de
—-2x+3

Signe de
2x—7

Signe de —2

Signe
de A(x)

2. Résoudre I'inéquation: —2(-2x+3)2x—-7)=0

oo
# A savoir faire 5 : Résoudre une inéquation produit/ quotient

Résoudre les inéquations suivantes :
1. 22 <0
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| 1as GBI Exercices

A - Equations

¥ Y ve EXERCICE 1 (EQUAtions éqUIVAIENTES?) ... .. utt ittt ettt ettt et e et et e e e et e e eaeeaeean S

Dans chaque cas, dites si les équations (E) et (E) sont équivalentes ou pas.

1. (E):2x+3=—-6et(E):4x+6=—-12 4. (E):7x—14=2et(E":x-2=2

2. (B):2x-5=0et(E):10-4x=0 5. (B):x+4+3x=18et(E):x+1=9

3. (E):3x+18=25et(E"):7=3x 6. (E):2x+9+2x=4x—-25et (E"):4x+9=-25
Yk K e EXERCICE 2 (Premier dEGIE) ...ttt et tiiee et iee e et ee e et ee e e e e e e e eiae e e eaeeeennns @
Résoudre dans R puis dans N les équations suivantes :

L Xl 3. 3x+6=x+6 5,x:§+8

7
4 x+3 5-2x 6 x_x+8

2. 2x+4=5x-7 T4 T T 3 AT
% % %Yy EXERCICE 3 (Equation produit NUL) . ........ooiuutt ittt et e e @
Résoudre les équations suivantes dans R :

1. x-1)2x+3)=0 6. 25x*>+30x+9=0

2. 6x+3)(7x-2)=7Tx-2 7 16x2+1=8x

3. 26x-1)(x+2)=05Bx-1)3-x) )

4. x2-14x+49=0 8. x-49=0

5. 4x*—4x+1=0 9. 4x*=16
Wk KK T EXERCICE 4 (FACLOTISATION) .t v oe ettt ettt et et ettt et et e e e et e e e e e e et @
Résoudre les équations suivantes dans R

1. 2x-3)6x+7)+(x+5)2x-3)=0 4. 4x-8)(bx-1)=(x-2)(6x+3)

2. (6x+7)2x+3)+(6x+7)(2x—-3)=0 5. %3 +2x2 =4x?(x+1)

(4x-5)(3x+2)

3. 2x®+5x+8=8 6. ——— =Wlx-50x+2

KKk ¥ Y EXERCICE 5 (ChoiX de I'eXPression) . ....o.euei ettt it ie e et ie e eeeaeenns @

On considere I'expression Q(x) = xt+6x%-40
1. Vérifier que : Q(x) = (x? —4)(x* + 10)
2. Résoudre les équations suivantes dans R :
(@ Qx)=0

(b) Q(x)+40=0
() Q(x)+65=(x+5)%>—-10x
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% % %% ¢ EXERCICE 6 (Equation quotient)

Résoudre les équations suivantes :

4x—6
x—=2
Ax* +4x+1

xX+2
BG+x)B+2x) —0

2x—-1
9x*-121 _
9x2+121

4x—-6
=4x-6
x—2

=0

EXERCICE 7 (Modélisation d'un probléme)

6x—2
6. =3x-1
xX+2
3 5
7. —=—
xX+5 x+3
4 7
8 —=——
x—-6 x-1
8 7
9. =—

Soit ABC un triangle dont les longueurs sont: AB=3,BC=5et AC =4.
On considere un point M du segment [AB] vérifiant M B = x.

La perpendiculaire a (BC) passant par M coupe [BC] en N.

La parallele a (BC) passant par M coupe [AC] en P.

Le point O est le point de [BC] tel que M NOP soit un rectangle.

1. Justifier que x € [0, 3].

2. Démontrer que le triangle ABC est rectangle et calculer son aire.

3. Exprimer lalongueur M P en fonction de x.

4x
4. Montrer que la longueur M N, en fonction de x, est R

5. En déduire I'expression de I'aire de M NOP en fonction de x.

6. On veut savoir sil'aire du rectangle peut faire exactement la moitié de I’aire du triangle.

Modéliser ce probleme sous la forme d’'une équation vérifiée par x dans un tel cas.

7. Résoudre alors cette équation et conclure dans le contexte de |'exercice.

B - Inéquations

DB SAGASA 05.€51 1103 (08 o J (S]] 101 0] s I HA P @

Parmi les inéquations suivantes, lesquelles admettent 9 une solution :

1. -3x+2=0
x+1 x—2
2. —— =-3x
4

%% ¥ ¢ v EXERCICE 9 (Résolution)

1. -3x+7<x+2
2. —6x+1>0

3. 3x+7<x+2

3. 5(x—-9)>0
4. 2> x
4., ——<5 7 x__1+x_—'—1 2
6 3
5. -3(x+5)<x+5
8 x+f_f<x_+1+
6. -3x+7<9—-x . 2 6 3
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C - Tableaux de signes

% % K ¢ 7% EXERCICE 10 (Tableau de SIZNes # 1) . .....oooeeiiiniiniit ettt @

Dresser le tableau de signes des expressions algébriques suivantes :

1. (x+D(x-2) 2. —2x+4)(x-2) 3. (x+1)?

Yk K 75 Y EXERCICE 11 (Tableau de SIBNeS #2) ... ..ottt et ettt @

Compléter les tableaux de signes ci-dessous

X —00 +00 X —00 +00
2x+1 2—Xx
3+x 4x -3
2x+1)(3+x) 2-x)(4x-3)
X —00 +00 X —00 +00
2+Xx 4x+1
2—Xx x—1
2+Xx
— X
2—Xx
4x+1)(x-1)
X
X —00 +00 X —00 +00
1-x x—3
2x+1 4-2x
1-x)2x+1) (x—3)(4-2x)
X —00 +00 X —00 +00
x—1 4—-x
-2x—8 x—1
xX+5
-x-1
-2x—8
4-x)(x-1)
-x-1
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D - Inéquations et tableaux de signes

% % % % v¢ EXERCICE 12 (A I'aide d’un tableau de signes)

Résoudre les inéquations suivantes :

1. (x+1)%2>0 5. x> —4< (x+2)? 9. (x+1D(1-x)>Cx-1D(x+1)
2. x+1)2=0 6. (x+1)?—(x-1)?%=0 10. ¥ —x=<0
3. (x+12<0 7. (x+4)(1-2x)=0 11. (x+1)?-(x+1)2-x)=0
2 -1 12, X
4. x*+1=<0 < +2 " Y-1
% % % ¥e 3% EXERCICE 13 (INéquation qUOTIENT) .. ...o... ettt ettt ettt eeaans @
1. Résoudrel'inéquation: 2x—-1)(3-x) = (2x—-1)(5x+1)
3x—-6 4-7x 5x(4x-1)
2. (a) Montrer que: - =
2x+3 2x-2 (2x-2)(2x+3)
e . e ) 3x-6 4-7x
(b) En déduire I'’ensemble de solution de 'inéquation : <
2x+3 2x-2
F kAP EXERCICE 14 (POUT fINIT) .o cet ettt ittt et e ettt ettt et e e eens @
Résoudre les inéquations suivantes :
1 1 5x+1 3x+3
l, —<—— 5. =0
1-x 1+x 2x—-1 x+1
2
o x+ D7 o 284 _3x+5
4x-3)(1-2x) . <
3x—2 1 1 5x dx+l - 6bx
3. Sso4 = 2
6 3 4 2 7 S )
4. Bx—-4)5-2x)=4x-10)(2-3x) : 2x2+2v3x+1
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