CHAPITRE 6

Suites arithmétiques et géométriques
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Premiere - Suites arithmétiques et géométriques

Introduction

IDans ce chapitre, nous allons étudier deux familles particulieres de suites numériques : les suites arithmé-
tiques et les suites géométriques. Ces suites permettent de modéliser des évolutions réguliéres, additives ou mul-
tiplicatives. Nous apprendrons a les reconnaitre, a calculer leurs termes et a utiliser les relations qui les caracté-
risent.

Suites arithmétiques

A - Définition et exemples

Définition 1 : Par récurrence

Une suite (1), est arithmétique s'il existe un réel r tel que :

Up+1 = Up+ 1, pour tout neN
upgeER

Le réel r est appelé la raison de cette suite et on dit que (u,),, est arithmétique de raison r.
+7r +r +r +r

2 Y
Up, Uy, U, Uz, -+,

© Information: On dira que I'on a définit la suite (u,), par récurrence, et la formule u,+; = u, +r estla formule
par récurrence donnant les termes de (i) ;.

Exemple :

Considérons une suite (1), arithmétique de raison 2 tel que up =0. On a alors :
+2 +2

Y 7Y

uOZO, U1:2, u2:4» U3:6,"'

N

+2
On remarque que la suite (1), est la suite des entiers naturels pairs.

(¢a® % . . . i . : a6
% A savoir faire 1 : Situation d’une suite arithmétique

Un éleve commence son année de Premiére avec une note de 5 sur 20 en mathématiques, mais il a assuré a son
professeur que ses notes allaient augmenter a chaque évaluation de 0,5 point.

On considere alors la suite (#,), donnant les notes de cet éleve sur 20 a chaque évaluation de mathématiques,
on note 1 sa premiere note.

1. DONNET 1A VAEUT A€ 1. o .o vviviei et ettt e e e et e e e e e e e ettt

2. Donner formule par récurrence de cette suite.

4. Quelle sera la note de cet éleve lors que la troisieme évaluation? et la cinquiéme?
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@ Aretenir: Une suite arithmétique de raison r modélise des évolutions successives 2 accroissement constants
égauxar.

Méthode 1 : Montrer qu'une suite est arithmétique
Une suite est arithmétique s'il existe un réel r tel que pour tout entier naturel 7 :
Upyl = Up+T
C’est-a-dire, s’il existe un réel r tel que pour tout entier naturel 7 :
Upi1—Up =T

En d’autres termes, pour montrer qu'une suite est arithmétique il suffit de montrer que pour tout entier
naturel 7 : u, 1 — u, est égale a une constante (indépendante de n).
Et dans ce cas, cette fameuse constante sera la raison cette suite arithmétique.

oo s
# A savoir faire 2 : Montrer qu’une suite est arithmétique

Démontrer que la suite définie explicitement par : u, = 2n —5 est arithmétique.
On précisera alors le premier terme de cette suite et la valeur de la raison.

A Attention : Etudier les premiers termes ne suffit pas
Considérons la suite définie par:

(uo=1;u1=4; U =7; uz =10; uy = 15; )

On a bien:
ul—quuz—ulzug—uzz?)

Mais nous avons... us — 13 = 5. D’olt 14 — us # us — up. Ainsi notre suite n’est pas arithmétique.
+3 +3

Y N

u0=1, u1=4, u2=7, u3=10, u4=15,-~-

~— 7

+3 +5

Méthode 2 : Montrer qu’une suite n’est pas arithmétique

Pour qu’une suite soit arithmétique il faut que u,+; — u;, soit égale a une constante r pour tout n € N.
Ainsi pour montrer qu'une suite n’est pas arithmétique il nous suffit de donner un contre-exemple ot :

Um+l — Um 7 Ukl — Uk
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n Premiere - Suites arithmétiques et géométriques

Exemple :

Dans notre exemple précédent nous avons montré que :

Uy — U3 # U3 — Up

ce qui nous a suffit pour démontrer que ce n’était pas une suite arithmétique.

(& % . . . A 208
& A savoir faire 3 : Montrer qu'une suite n’est pas arithmétique

Démontrer que la suite définie explicitement par : u, = 2" n’est pas arithmétique.

B - Propriétés

Propriété 1 : Formule explicite

Soit (u#,), une suite arithmétique de raison r € R et de premier terme ug € R, 1a formule explicite de (i),
est:
Uy = Uy + nr, pour tout n € N

+nr

-

Ug 23] [2%) us Up
+r +r +r +r

Exemple :

Considérons la suite définie par:

u0=2
Upr1=Up+3

C’est une suite arithmétique, en effet pour tout neNona:
Up+1—Up =3

(un), est une suite arithmétique de raison 3 et de premier terme 1y = 2. Donc la formule explicite de cette

suite est :
U, =2+3n, pourtoutn €N
Démonstration :
Soient (1), une suite arithmétique de raison r € R, et de premier terme 1 € R et k € N.
On sait que :
Uy =upg+r
U =uy1+r

U =Ug1t T

M. DESORGERIS
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Ainsi en faisant la somme de ces k lignes de ce systéme on a alors :

urt+up+...tup1t+tup=ugt+u+up+..+ U1 +r+r+..+r
N————
k fois

En retranchant aux deux membres les termes identiques nous avons :

Ur = ug + kr, pour tout k e N

Vo0 o
% A savoir faire 4 : Utiliser la formule explicite

En reprenant le A savoir faire 1.
1. Donner la formule explicite de la suite (uy,) ;-

C - Sens de variation

Propriété 2 : Sens de variation

Soit (u;), une suite arithmétique de raison r € R.
e Sir <0 alors (uy), est strictement décroissante.
e Sir =0 alors (1), est constante.

e Sir >0 alors (uy), est strictement croissante.

@ Aretenir: Pour une suite arithmétique, le premier terme n’influence pas sur les variations, seule la raison
compte.

Démonstration :
Considérons une suite arithmétique (1), de raison r € R et de premier terme .
On aalors:

Upt1— Up =Up+T—Up=T
Ainsi :
e Sir<Oonaalors U, — u, =r <0d ol (u,), est strictement décroissante.
e Sir=0onaalors u,.1—u, =r=0dolu (u#,), est constante.

e Sir>0o0naalors u,y; —u, =r<0dou (i), est strictement croissante.
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Premiere - Suites arithmétiques et géométriques

® 5 . . 2 . . . . N pn]
(2, A savoir faire 5 : Déterminer le sens de variation d'une suite arithmétique

En s’aidant du A savoir faire 2, déterminer le sens de variation de la suite u, =2n—>5.

D - Somme de termes consécutifs

Propriété 3 : Somme de Gauss

Pour tout neN* ona:

@ A retenir : Notation avec =

nn+1)

1+2+...+(n-1)+n= 2

On abrégera la notation de la somme avec les points de suspension par :

Ici plusieurs choses :

n
1+2+..+n=) k
k=1

* On consideére une somme, grace au symbole X (sigma)

¢ On considere un ensemble de nombre, ici I’ensemble des nombres k variant de 1 a n. C’est-a-dire :

¢ Bilan: La notation:

{1,2,3,..,n—-1,n}

n
Yk
k=1

nous donne la somme des entiers k, pour k variant de 1 a n, c’est-a-dire on va faire la somme des nombres
del’ensemble: {1,2,3,...,n—1, n}

On aalors:
n nn+1)
Y k=1+2+..+(n-1)+n=——
k=1 2
Démonstration :
Soitne N*, notons S=1+2+...+n.0Ona:

S = 1 + 2 + + n—1 + n

+S = n + n—1 + + 2 + 1

2S=n+1 + n+1 + + n+1 + n+1

On a alors :

28=£n+1)+(n+1)+...+(n+1)

-~
n fois
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2S=nn+1)
nn+1)
2

=S=

Propriété 4 : Somme des premiers termes d’'une suite arithmétique

Soit (1), une suite arithmétique de raison r € R et de premier terme ug € R.
Pour n € N, notons :

n
Sp=Up+Ur+..+up= Y u
k=0

la somme des 7 + 1 premiers termes de la suite (#,),, ona:

Ug+ U
snz(n+1)%

& A savoir faire 6 : Calculer une somme 2 Paide d’'une suite arithmétique

Lobjectif est de calculer la somme :
§=52+55+58+...+88

1. Al'aide des termes de la somme S reconnaitre les premiers termes d’une suite arithmétique a préciser.

M. DESORGERIS



Premiere - Suites arithmétiques et géométriques

Démonstration :

Ainsi pour tout neN,ona:

En réorganisant la somme, on a alors :

=(n+1)
=(n+1)

=(n+1)

Propriété 5 : Cas général

Soit (1), une suite arithmétique de raison r.

Sp=ug+uy+.

=(n+1Dug+r

Soit (uy), une suite arithmétique de raison r € R et de premier terme u € R.
On sait que la formule explicite de notre suite (1), est:

Uy = Up + kr, pour tout k e N

Sp=up+u+..+uy

=ug+ (ug+r)+(ug+2r)+...+ (ug + nr)

Wt ug+r+2r+...+nr

n+1 fois

=n+Dug+r(1+2+..+n)

nn+1)

=(n+1)(u0+r2—n)

2up+rn

Ug+Ugt+rn

2

Ug+ Uy

Pour tout entiers naturels m et p telsque p > mona:

p
Z U =Up+Up+1t+...tUp=(p—m+]1)

k=m

@ A retenir : Moyen mnémotechnique
Nous pouvons retenir la formule générique :

Um + Up

S = (nombre de terme) x

premier terme + dernier terme

2

& A savoir faire 7 : Calculer une somme a P'aide de la formule générale

Déterminer la somme :
20

k=8

S=Zuk=u8+ug+...+u20

ol (u,), est une suite arithmétique de raison 0,25 et de premier terme 0, 5.
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E - Représentation graphique

Propriété 6 : Représentation graphique

Les points de la représentation graphique d’'une suite arithmétique sont alignés.
y

us y

up

U

0 Casour<o0

Casour>0

M. DESORGERIS



Premiere - Suites arithmétiques et géométriques

F - Bonus: Limite

Propriété 7 : Limites
Soit (uy),, une suite arithmétique de raison r € R et de premier terme uy € R :
e sir <0alors nLHPoo Un = —00, (Un), est divergente.
e sir =0 alors nl_l)rpOO Un = Uy, (Uy), €st convergente.

e sir>0alors lim u,=+oo, (u,), estdivergente.
n—+oo

© Information : Tout comme pour le sens de variation, le premier terme d’une suite arithmétique n’'influe pas
sur la limite de la suite.

1B IM Suites arithmétiques

A - Définition et exemples

Définition 2 : Par récurrence

Une suite (u,), est géométrique s’il existe un réel g tel que :

Up+1 = qUp, pourtoutneN
upeR

Le réel g est appelé la raison de cette suite et on dit que (u,), est géométrique de raison q.

Xq xq xq xq
2 Y
Up, Uy, U, Uz, -+,

© Information: On dira que I'on a définit la suite (u,), par récurrence, et la formule u;.1 = qu, est la formule
par récurrence donnant les termes de (i) ;.

Exemple :
Considérons une suite (1), géométrique de raison 2 tel que 1y = 1. On a alors :
x2 x2
u():l’ u1:2’ M2=4, u3=8 P

X2
On remarque que la suite (1), est la suite des puissances positives de 2.

# A savoir faire 8 : Situation d’une suite géométrique

Bob posseéde un compte en banque sur lequel il a 10€ au début de ’année 2020.

Il ne touche jamais 'argent qu'’il y a sur ce compte. De plus, la banque lui promet un intérét a 3% par an.

On considere alors la suite (s,), donnant la somme d’argent sur le compte en banque au début de I'année
2020 + n.

1. DONNET 1A VAlEUT A€ S vttt ittt ettt e ettt et e et e et e et e e

2. Donner formule par récurrence de cette suite.
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@A retenir : Une suite géométrique de raison g modélise des modeles du type a intéréts composées, c’est-a-dire
chaque année la banque verse les intéréts, un pourcentage de la somme au début d’année.

Méthode 3 : Montrer qu'une suite est géométrique

Une suite est géométrique s'il existe un réel g tel que pour tout entier naturel 7 :

Upn+1 =qUp

Ainsi pour montrer qu'une suite est géométrique :

e ou bien : on exprime u,; en fonction de u, grace a une factorisation

Un+

e ou bien : si pour tout n € N, u, # 0, on peut montrer que le quotient L est constant (donc indé-

Un

pendant de n).
Et dans ce cas, cette fameuse constante sera la raison de cette suite géométrique.

(&g & O 9 q 2 ared]
Z A savoir faire 9 : Montrer qu’une suite est géométrique

Démontrer que la suite définie explicitement par : u,, = —2 x 3" est géométrique.
On précisera alors le premier terme de cette suite et la valeur de la raison.

A Attention : Etudier les premiers termes ne suffit pas
Considérons la suite définie par :

(u0=2;u1 =6; up =18; uz =54; uy =108; )

On a bien :
uy Uz ug 3

Up U1 Uz
. Uy PN L N o P
Mais nous avons... — = 2. D’'ou — # —. Ainsi notre suite n’est pas géomeétrique.
us U U3
x3 x3

N 7Y

up=2, uy=6, up=18, uz=5, uy,=108,---

~— 7

XS X2

M. DESORGERIS



Premiere - Suites arithmétiques et géométriques

Méthode 4 : Montrer qu’'une suite n’est pas géométrique

Il suffit de prouver que le quotient entre deux termes consécutifs n’est pas constant.
C’est-a-dire, il existe n, m deux entiers tels que :
Up+1 , Um+1

#

Un Um

On fera tout de méme attention a ce que : uy, # 0 et u,,; #0.

Exemple :
Dans notre exemple précédent nous avons montré que :
U , U
—_— ?f —
U us

ce qui nous a suffit pour démontrer que ce n’était pas une suite géométrique.

# A savoir faire 10 : Montrer qu'une suite n’est pas arithmétique

Démontrer que la suite définie explicitement par : u, = 5—2n n'est pas géométrique.

B - Propriétés

Propriété 8 : Formule explicite

Soit (#,), une suite géométrique de raison g € R et de premier terme ug € R, 1a formule explicite de (i),
est:
un = q" ugy, pour tout n €N

n

xq

-

Uy [Z5] [2%) us Up

Exemple :
Considérons la suite définie par :

Ug=2
Un
Un+1 = v
, PSP . 1 . .
C’est une suite géométrique de raison g = 1 et de premier terme uy = 2. Donc la formule explicite de cette
suite est :

1)\" 2
Up=|-| x2=—, pourtoutneN
4 4n

M. DESORGERIS
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Propriété 9:

* Si (up)y, est une suite géométrique de raison g # 0 et de premier terme iy # 0 alors pour tout n € N,
u, #0.

* Si (uy), est une suite géométrique tel que g = 0 ou yy = 0 alors u, = 0 pour tout n € N.

Démonstration :
Par disjonction de cas :

* Cas ou (1), est une suite géométrique non nulle.
Soient (1), une suite géométrique de raison g € R\{0}, et de premier terme 1y € R\{0} et ke N.
Par la propriété précédente on sait que pour tout n € N, u, # 0, de plus on sait que :

Uy =qup
U =qu

Uk = qUi-1
Ainsi en effectuant le produit de ces k lignes de ce systeme on a alors :
U XU X oo X Upe ] XU = U)X U X U2 X o X U1 XX X...X([]
N————
k fois

En divisant aux deux membres les facteurs identiques nous avons :
U = qkuo, pour tout k € N

e Cas ol1 (1), est une suite géométrique nulle.
Soient (1), une suite géométrique tel que g =0 ou 1y = 0.
On sait alors par la propriété précédente que u, = 0 pour tout n = 1d’ol1 u, = g" x ug pour tout n € N.

# A savoir faire 11 : Utiliser la formule explicite

En reprenant le A savoir faire 8.
1. Donner la formule explicite de la suite (i) .
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Premiere - Suites arithmétiques et géométriques

C - Sens de variation

Propriété 10 : Sens de variation

Soit (u;), une suite géométrique de raison g € R et de premier terme v € R.
e Sig>1
* etsiuy >0 alors (1), est croissante.
e etsiug < 0alors (1), est décroissante.
e Si0<g<l1
e etsiug > 0alors (1), est décroissante.
e etsi ug <0 alors (u,), est croissante.
* Si g <0 alors (u;), n'est pas monotone, u, change de signe a chaque rang.
e Si g =1 alors (1), est une suite constante égale a 1.

e Si g =0o0u up=0alors (1), est une suite constante égale a 0.

@A retenir: Pour une suite géométrique, le premier terme peut influencer sur les variations, la raison n’est plus
seule a étre déterminante.

Démonstration :

Considérons une suite géométrique (1), de raison g € R et de premier terme uy.
On a alors:
Un+1 = Un = GUn—Up = (= Dup=(q-1)q" uo
On voit alors que le signe de u,+1 — u; dépend du signe de g — 1, g" (donc q) et ugy. Ainsi :
e Sig>1
e etsiuy>0alors uyi1 —up=(q—1)q"uy >0d ol1 (uy), est croissante.
e etsiug<O0alors uy41 —uy=(g—1)qg"uy <0 d’olt (uy), est décroissante.
e Si0<g<l1
e etsiug>0alors uy41 — Uy =(q—1)qg"uy <0 dolt (uy), est décroissante.
e etsiug<0alors Uy — Uy = (g —1)q" up >0 d’otr (1), est croissante.

e Sig<Oalorsg=-gouqg>0et:u,=(-1"§"uy dot u, change de signe a chaque rang et donc
(un), N'est pas monotone.

e Sig=1alors u, = upq" = uy d’ot1 (u,), est constante égale a uy.

(¢a® % . . 2 . N A A 20
% A savoir faire 12 : Déterminer le sens de variation d’une suite arithmétique

En s’aidant du A savoir faire 9, déterminer le sens de variation de la suite u;,, = -2 x 3".
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D - Somme de termes consécutifs

Propriété 11 : Premiere somme géométrique

Soit g # 1, pour tout e N* on a:

n 1_an+1
Y g*=1+¢*+..+q" '+ q" = ——
k=0 l-q
Démonstration :
SoitneN*, notons S=1+2+...+n.0Ona:
S= 1 + q + + qfl—l + qn
_qS: -q — qZ — — qn — qn+1

On aalors:
S-qS=1-q"*"!

D'oui:

1-— n+l
I-qg

Propriété 12 : Somme des premiers termes d’'une suite géométrique

Soit (u#,), une suite géométrique de raison g € R\{1} et de premier terme u, € R.
Pour n € N, notons :

n
Sp=Up+Ur+..+Un= ) U
k=0

la somme des 7 + 1 premiers termes de la suite (#,),, ona:

1-— qn+1

S, =
n = Up 1-g

e
& A savoir faire 13 : Calculer une somme a Paide d’une suite géométrique

Lobjectif est de calculer la somme :
S=1+2+4+..4+2024

1. ATlaide des termes de la somme S reconnaitre les premiers termes d'une suite géométrique a préciser.
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2. Déterminer I'indice du terme de la suite (u,), égal a 2024.

Démonstration :
Soit (1), une suite géométrique de raison g € R\{1} et de premier terme u, € R.
On sait que la formule explicite de notre suite (1), est:

ur = q"uy, pour tout ke N
Ainsi pour toutneN,ona:

Sp=up+u+...+uy,

Uy + (quo) + (g% ug) + ... + (" ug)
up(1+g+q*+...+q"
1-— ql’l+1

l1-q

_uo

Propriété 13 : Cas général

Soit (1), une suite géométrique de raison g € R\{1}.
Pour tout entiers naturels m et p telsque p >mona:

p 1— qp—m+1
Z Ug=UntUnat..TUp= uml—
k=m - q

@ A retenir : Moyen mnémotechnique
Nous pouvons retenir la formule générique :

1— qnombre de terme

l1-q

S = (premier terme) x

% A savoir faire 14 : Calculer une somme a I'aide de la formule générale

Déterminer la somme :
20 1

iza2x 4k
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E - Représentation graphique

Propriété 14 : Représentation graphique

Lévolution des termes d'une suite géométrique de premier terme positif et de raison g > 1 est dite expo-
nentielle.

F - Bonus: Limite

Propriété 15 : Limites
Soit (u#5), une suite géométrique de raison g € R et de premier terme 1y € R :
* Sig>1
e etsiug>0alors lim wu,=-+oco
n—+oo
e etsiug<O0alors lim u,;=-oco
n—+oo
e Sig=1alors lim u,=1up
n—-+oo

. SlO<q<1alorsnlierun=0

© Information : Tout comme pour le sens de variation, le premier terme d’une suite arithmétique influe sur la
limite de la suite.
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Vs GBI Exercices

A - Suites arithmétiques

A.1 - Généralités

D@ SR @Al D). o1 103 o) 0 1R @
Soit (uy),, une suite arithmétique, calculer u,, uy, us dans chacun des cas suivants :
1. up=3etr=4. 2. uozgetrz—l.
5
D8 & NOAGAG D€ o1 103 o) - N @
Soit (1), une suite telle que us < uy et uy > us, la suite (u,), peut-elle étre arithmétique?
Do A GG D5 € o1 03 o) < 2 @

Soit (u#,), une suite définie pour tout n € N :
U, =(n+7)7°%-(n-3)?

La suite (u,), est-elle arithmétique?

A.2 - Formule explicite

D A A A 0. o0 1L 0] [ 0] oI @
Soit (1), une suite arithmétique de raison -2 telle que ug = —61. Déterminer .

Do A @G A D) € o8 103 [ o) X N @
Soit (uy),, une suite arithmétique telle que us = 8 et ug = —16. Déterminer la raison de cette suite.

D@ SRR GAGAG D54 o1 103 [ of 1 < TR @

Soit (u#,), une suite arithmétique telle que 13y = 25 et 1149 = 49. Déterminer 3.

A.3 - Sens de variation

Do A GGl D) € o1 03 o) - i @
Soit (#,), une suite arithmétique de raison 2 — V2. Quel est le sens de variation de la suite (), ?
R & @il D0.€2] T0] 0 o : 70 @

Soit (1), définie pour tout n e N par: u, =12 -3n.
1. Calculer u; et us.
2. Justifier que (1), est arithmétique. Quelle est sa raison?
3. Quel est le sens de variation de (uy) .

4. A partir de quel rang 7 a-t-on u, < 502

KKk EXERCICE 9 (Bac STMG POIYNSSIE - 2014) ... . eeeeeeeee e el C

D’apres 'INSEE, I'espérance de vie a la naissance est passée pour les hommes de 59,9 ans en 1946 a 78,5 ans en
2012.

On se propose ici de modéliser 'espérance de vie pour les hommes par la suite arithmétique (U,,), de premier
terme Uy = 59,9 et de raison r = 0,25.

Ainsi définie U, est’espérance de vie a la naissance pour les hommes a I’année 1946 + n.
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1. Calculer Uy, Us et Us. A quoi correspondent ces valeurs?
2. Exprimer U, en fonction de n.

3. Entre 1946 et 2012, les hommes ont-ils gagné, en réalité, plus de 3 mois d’espérance de vie chaque année en
moyenne?

4. Selon ce modele, en quelle année I'’espérance de vie pour les hommes dépassera-t-elle les 85 ans?

A.4 - Somme des termes consécutifs

D8 &, S A 0. o0 1 {0] 0] 0N ) @

Calculer les sommes suivantes :

1. $1=14+2+3+---425 3. §3=8+12+16+---+244
2. So=14+3+5+---+37 4. S4=9+7+5+---+(-21)
D& k@il D).€2] T0] (03 o 0 1 P @

Pour quelle valeur de n a-t-on I'égalité suivante: 34+ 6 +9+---+3n =2583?

KRWTCTC EXERCICE 12 . oottt ettt e et ettt ettt eenes @

Une personne souscrit un abonnement pour un service. En 2020, ce service était au tarif de 30€ la premiére année
puis il y a une augmentation de 2€ par an. On note a, le prix de 'abonnement pour I'année 2020 + 7.

1. Quevautag? a;?

2. Quelle est la nature de la suite (ay),?

3. Combien la personne paiera-t-elle son abonnement d'un an en 2030?
4

. Sila personne reste abonnée 2020 a 2030, combien aura-t-elle déboursé au total?

EXERCICE 13 (Somme des Premiers CaAITES) . ... .....ueuueunnteuneennn et eeaeenaeenaeenaeennnes @

Soit n € N*. On cherche a déterminer la valeur de la somme suivante : 12 + 22 + 32 + .- + n2.

On définit pour tout n€N: u, = (n+1)% - n.

1. Montrer que pour tout n €N, (n+ 1)3 =n3+3n®+3n+1.
2. Montrer que pour tout n €N, u, = 3n’+3n+1.

3. En exprimant la somme u; + up +- - -+ 1, d’'une autre facon, déterminer la valeur de la somme 1% +2% +---+ n?.

D 8. & A D). €2] 10} (03 o] IV S @

a+b+c=54

Déterminer les réels a, b et ¢ sachant que ce sont trois termes consécutifs d'une suite arithmétique et { abc = 5670

B - Suites géométriques
B.1 - Généralités
D @ @A GRS D€ o1 103 o) 0 < J000 @

Soit (u,), une suite géométrique, calculer u,, uy et u3 dans chacun des cas suivants :

1. up=2etderaison g =-3.

AN

2 .
2. Up= 3 et de raison g =
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D SOk @il D423 T0] 03 o 0 1 J00 @

1
1. Soit (1), une suite géométrique de raison g = 3 et telle que : us = 64. Déterminer 1y, 1y, Uy et uy.

2. Soit (uy), une suite géométrique telle que uy = 4 et ug = 36. Que peuvent valoir us et u; ?

3. Soit (u#y), une suite géométrique telle que uyy = —2 et uy7 = 54. Quelle est la raison de la suite (1), ?

B.2 - Formule explicite
D8 A A G 0. o0 1 {0] [ 0] 0N @

1. Soit (u,), une suite géométrique de raison —1 telle que up = . Que vaut uygos5?

1
2. Soit (uy), une suite géométrique de raison 2 telle que 1y = 756" Que vaut u?

F kAo EXERCICE 18 (FEUILIE Ad) .. ..ottt ettt e e e @

On dispose d’'une feuille de papier d'une épaisseur de 0,1 mm. On va plier, étape par étape, cette feuille en deux
et s'intéresser a I'épaisseur de notre feuille pliée. On note a,, 'épaisseur de la feuille, en metre, aprés n pliage.

1. Quevautag? a;?

2. Sachant que la distance Terre-Lune et de 384400km, combien de fois faut-il plier la feuille de départ sur elle-
méme pour que I'épaisseur de la feuille ainsi pliée soit plus grande que la distance Terre-Lune?

B.3 - Sens de variation

2.8, SAGA D5.€ 51 1103 (01 10 K I @
Dans chacun des cas suivants, déterminer le sens de variation.
1. top =3 uo=—l 7. up=2x5";
Ups1 =3Uy, pourtout n€N 4. 3 n
Up+1 = Uy, pour tout n €N 8 = (_ﬂ) .
o=+ o 48)
2. 2 uy =2026 Lo1\"
= u
Un+1 =4uUy, pour tout n €N 5 Uns1 = —, pour tout 72 € N 9. u,=-3 (—) ;
5 100
Ug = -2
3. V2 up =—21 47\"
— 6. —_2| =
Un+1 = ==~ Un, pour tout neN { Uns1 = — Uiy, pour tout 7€ N 10. up=-2 i
% % Y Yo% EXERCICE 20 (Arithmétique et gEOMEtTIQUE) .. .. ..ottt e e e @
Soit (u#,), une suite arithmétique et géométrique. Montrer que (u,), est une suite constante.
B.4 - Somme des termes consécutifs
D8 & FE il -4 315 L0 0] ol P @
Calculer les sommes suivantes :
1. §1=3+9+27+---+312 2. Sy=1+2+4+---+1024 3 53:8+4+2+,,,+3L2
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D Ak @l D)€ 2] T 0f (03 o . @

Le tarif d’adhésion d’un club de sport est de 300€ annuel, ce tarif annuel augmente de 5% chaque année. Quelle
somme totale, arrondie a I'’euro pres, aura versé un adhérent si elle s’abonne tous les ans pendant 10 ans? 15 ans?

D@ G D € o1 03 [ o) 0% J @

Soit (1), une suite définie par :

up R
2

1
Upsl = gun + 3 pour tout n e N

1. Démontrer qu’il existe une valeur 1y pour laquelle la suite (1), est une suite constante.

2. On pose uy = 2 et on définir la suite (v,), par:
UVp=up—1 pourtoutneN

(a) Montrer que (vy), est une suite géométrique dont on déterminera le premier terme et la raison.
(b) Donner I'expression explicite de (v,), puis de (u5) 5.

3. On pose:
Sp= Z Uk

(a) Exprimer S, en fonction de n.

n
(b) Faire de méme avec S), = ) u.
k=1

% % ey v EXERCICE 24 (Grain de riz et éChiqUier) ......vuueiie ettt @

Une légende raconte qu’il y a treés longtemps, Shiram, un roi d’Inde, voulait récompenser Sissa, I'inventeur des
échecs, pour le remercier des plaisirs que le jeu lui procurait. Le roi lui proposa d’accomplir le souhait de son
choix. Sissa, humble et rusé, fit une demande a premiere vue modeste : « Majesté, je voudrais que vous placiez
un grain de riz sur la premiere case de votre échiquier. Ensuite, doublez le nombre de grains de riz a chaque case
suivante jusqu’a la soixante-quatrieme et derniére case ». Le roi, amusé par une demande si modeste, accepta
immédiatement.

1. Déterminer le nombre de grains de riz que le roi doit a Sissa.

2. Ensachant que la production mondiale journaliere de grains de riz est, de nos jours, de 6 x 108, montrer qu’il
lui faudra au moins 229 jours pour régaler Sissa.

C - Horizon BAC

% % % Yy EXERCICE 25 (Suite arithmetico-geomeétrique) .. .....c..ueeeiitine i @

On considere la suite (1), définie par : { Z(::l 4=08f)8u,, +1000, pour tout 72 € N
1. Calculer u; et us.
2. Lasuite (1), est-elle arithmétique ? géométrique?
3. Pour tout n €N, on pose v, = u, — 5000.
(@) Soit n €N, exprimer v, en fonction de v,.
(b) Quelle est la nature de la suite (v,), ?
(c) En déduire une expression de v, en fonction de n.

(d) En déduire une expression de u; en fonction de n. Quelle est la limite de (1) 5.
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%% % ¢ % EXERCICE 26 (Une nouvelle suite arithmético-géométrique) ...........ooviiiiiiiini .. @

up R
On considere la suite (u,,),, définie par : u
(tn)n p { un+1:7”+2, pour tout 7 € N

1. Quelle est'expression de la fonction f telle que uy,4+1 = f(un).
2. Déterminer le point fixe a de f, c’est-a-dire le point x tel que f(x) = x.
On pose alors pour tout neN: v, = u, — a.

3. Prouver que pour tout n e N: vy,11 = f(u,) - f(a).
En déduire que la suite (v,), est géométrique, préciser sa raison et son premier terme.

4. En déduire I'expression de v, puis de u, en fonction de n.

% %% ¥ e EXERCICE 27 (Evolution de population) ................couiiinieine it @
On s’intéresse a I’évolution de la population d’une ville. En 2020, la population de cette ville était de 10 000 habi-
tants. Deux modeles d’évolution de la population sont proposés.

1. Modele A : On suppose que la population de la ville augmente de 200 habitants chaque année.
On note u;, la population de la ville a 'année 2020 + n selon ce modele.
(a) Que représente u; ? Calculer sa valeur.
(b) Quelle est la nature de la suite (u), ? Justifier.
(c) Selon ce modele, quelle sera la population de la ville en 2030.
2. Modele B : On suppose désormais que la population augmente de 1% par an.
On note (v;), la population de la ville pour I'année 2020 + n selon ce modéle.
(a) Déterminer v; puis v».
(b) Quelle est la nature de la suite (v;,);?
(c) Exprimer (v,), en fonction de n.
(d) Selon ce modele, quelle sera la population de la ville en 2030? Arrondir a 'unité si nécessaire.

3. La population donnée par le modeéle B sera-t-elle toujours inférieur a la population donnée par le modele A.

2.8, & A D€ o1 103 (o) . 20 @

On considere la suite (u;), définie pour tout n € N par :

Up=>5
6u,+4

u,+9

Up+1 =

u,+4
up—1
1. Démontrer que la suite (v,), est géométrique. Préciser sa raison et son premier terme.

Soit (v,), la suite définie pour tout ne N par: v, =

2. En déduire I'’expression explicite de (v,); puis de ().

3. En déduire le sens de variation de la suite (1) ;.
PR EXERCICE 29 ...ttt ettt ettt @

1. Soit (1), une suite définie par

(a) Calculer la valeur de uy, uy et us.
(b) Cette suite est-elle arithmétique ? géométrique?
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Up+2
un - 2 )
(a) Démontrer que (v,), est une suite géométrique de raison 5.

2. Soit (v,), la suite définie pour tout n € N par v, =

(b) Donner I'expression explicite de la suite (v,) .
28

5n47°
4. En déduire le sens de variation de la suite ().

3. Montrer que pour tout n € N: u, =2 -

D 0 & & @k 5425 Lo} (o) ol T 1 1S
On considere deux suites (1), et (v,), définies pour tout n € N par :
_3x2"-4n+3 ) _3x2"+4n-3

Uy=—""—7—""" € v, =
" 2 " 2

1. Soit (wy), la suite définie pour tout n e N par: w;,, = u, + vy,.
Démontrer que (wy), est une suite géométrique.

2. Soit (t;), la suite définie pour tout n e N par: t,, = u, — vy,.
Démontrer que (), est une suite arithmétique.
Wy + t,

3. Pour tout n € N, démontrer que u, = >

4. Exprimer en fonctionde n:
Sn= Upt+uy+---+uUn

D - Un peu de logique...

% % % v Y EXERCICE 31 (Quantificateurs universel et existentiel) ..............coviiiiiniiiiiiiiiniininineennns

On considere (1), la suite définie par uy = 500 et, pour tout nombre n €N, 1,41 = %
Dans chaque cas, dire si la proposition est vraie ou fausse. Justifier la réponse.
1. Il existe un n € N tel que u;, < 100;
Pour toutneN, u, <100;
Il existe un n € N tel que u;, =0;
Il existe un p € N tel que, pour tout ne N avec n = p, u, <5;
Pour tout n e N, u, <500;
6. Il existe n €N, u; > 500.

ARl

Yk K e EXERCICE 32 (VIai OU faUX) ... eeeiie ettt ittt e e e et e e e et e et e e e e iee e iee e e eanens
On considere (u,,), la suite définie par u, = n® + 5 pour tout nombre 7 € N.
Dans chaque cas, dire si la proposition est vraie ou fausse. Justifier la réponse.
1. Pourtout neN, u, < 10°;
Il existe n € N tel que u, > 10'0;
PourtoutneN, u, =5;
Il existe neNtel que: upt1 < uy;

@ W

1l existe un rang a partir duquel u,, > 108.

Y % K 3¢ % EXERCICE 33 (Négation d'une proposition) ............eeeeeeuuuuuiinneeeetteiiiiiaeeeeeeeennnnnnnn
Considérons (u;), une suite définie sur N.
Ecrire la négation de chacune des propositions suivantes :

1. PourtoutneN, u, < uy+1;

2. Il existe n € N tel que u;, > 100;

3. Pour tout A€ R, il existe n e N tel que u, > A;
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E - Problemes pour aller plus loin

% % % % 7% EXERCICE 34 (Triangles de Sierpinsky) ... .......ueeiiuiiiiii i @
Les triangles de Sierpinsky sont obtenus de la facon suivante :
e on part d'un triangle équilatéral Ty;

* T est obtenu a partir de Tj en coloriant le triangle dont les sommets sont les milieux des cotés de Tp;

* etainsi de suite comme indiqué ci-dessous

‘ A A:fiuA
AA AA
AAA& Vv ¥y

A A

AA
Ad  An Ab
A A A A
AA  AAAMAMLAM

1. A partir de quel entier naturel 7, le domaine T}, sera colorié a plus de 99% de blanc?

2. Conjecturer la limite de I'aire blanche du triangle T,.

2.8, 8.8 SAd 5.€ o1 103 (01 1 1< TN @

Une suite de carrés numérotés disposée comme le montre la figure ci-dessous.

41~ ---

Le premier carré a pour coté 3, puis le coté de chaque carré est égal a la moitié du c6té du carré précédent.
Pour tout nombre entier n = 1, on note a, I'aire du n°™® carré et on pose :

Sn=a1+a2+---+an

1. Exprimer S, en fonction de 7.

2. Déterminer le rang n a partir duquel :
11,999 < S, < 12

3. Conjecturer la limite de la suite (Sy) .
EXERCICE 36 (Défis OlyMPIQUES) . .. e .ttt ittt ettt et et et e ees @
1. Considérons (uy), et (v,), deux suites définies sur N par :
u,=vn et v,=vn+l1

La différence v, — u, peut-elle devenir aussi proche de 0 que I'on veut?

2. ¥ est un demi-cercle de diametre AB = 10cm. On partage [AB] successivement en 2,3,4... segments de
méme longueur. A chaque étape, sur les segments obtenus, on construit des demi-cercles comme indiqué
ci-dessous.
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Etape 1 Etape 2

On note a,, I'aire en cm?, du domaine coloré en bleu a I'étape n.
Conjecturer la limite de la suite (ay) ;.

VRAI OU FAUX ?

a) La suite arithmétique définie par ug = 5 et de raison 3 vérifie u;, = 41. L[] [
b) Une suite arithmétique vérifie 1y =9 et u;o = 27. Alors sa raison est égale a 2. H N
c) La suite géométrique définie par u; = 4 et de raison 2 vérifie ug = 128. HEN
d) La suite définie par u, =3-(—2)" est une suite arithmétique de raison —2. ] O]
e) Une suite géométrique vérifie uz = 40 et uy = 20. Alors sa raison est égale a % HEN

f) Lasomme des 10 premiers termes de la suite arithmétique définie par uy = 2 et de L O
raison 3 est égale a 155.

g) La somme des 6 premiers termes de la suite géométrique définie par uy = 2 et de HE
raison 2 est égale a 126.

h) La somme des 5 premiers termes de la suite géométrique définie par ug = 3 et de HE
raison 3 est égale a 360.

i) Les trois nombres 12, 18 et 27 peuvent étre trois termes consécutifs d’'une suite ] O]
géomeétrique.

j) Les trois nombres 5, 11 et 17 peuvent étre trois termes consécutifs d'une suite géo- ] O]
métrique.
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