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Premiére - Du nombre dérivé a la fonction dérivée

Introduction

Approche intuitive de la notion de limite

La notion de limite est incontournable pour appréhender la notion de dérivée, c’est pourquoi dans ce cours nous
allons tenter de donner une approche intuitive de la limite.

Exemple:

Considérons un nombre réel x et f(x) son image par la fonction carré (f(x) = x2).

Imaginons que notre nombre x varie et se rapproche de 3 (on dira que x tend vers 3). Légitiment on peut

se demander vers quelle valeur va se rapprocher f(x)?

On arrive facilement a comprendre que f(x) se rapproche alors de .... (C’est-a-dire f(x) tend vers ....).

On dira plus fOrmMEIlEMENT QUE : ....cc.vivveeieeiieierieeieeteieeeesie st este et estesteste st essesssessesssessesssessesssessesssessesssesseensesssessensen
Cette phrase peut-étre condensé en une notation :

La fleche dubas : x — 3 Signifie ......cccooceevierirviiniiinicenteeeeeee,

A\ Attention : Ne pas confondre.

On ne confondra pas x — 3 et x — 3, 1a premieére signifie QUE «.......ccecereerervieneriiinensienennienne. » donc le réel x varie et
serapproche de 3 autant que 'on veut. La S€CONAE fIECHE .........ccueeciieeiriinieiecieeee ettt as
Ce ne sont pas les deux mémes objets, malgré qu’elles se ressemblent leurs significations sont bien différentes.

% A savoir faire 1 : Premiers calculs de limite

Calculer chacune des limites suivantes :

L lm= 4. lim X?+2X= oo
x—4 X x—-5
i =] 5 = 550000000000000
2 i%2x+3 ............... R Py
. 2x+3
3. lIim7=.......... 6 = coronoonoooooos
x—1 x—04—6x

Définition 1 : Limite

On dit que f(x) a pour limite un nombre L lorsque x tend vers le réel x; si les valeurs de f(x) peuvent étre
aussi proche de L que I'on veut pourvu que x soit suffisamment proche de xj.
On notera alors :

(100 ) 0 1 1 R

On comprend assez intuitivement que lorsque « tout va bien », c¢’est-a-dire lorsque notre fonction n’a pas de « pro-
bléeme» en xp, ona:

lim (0 = f(x0)
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Exemple :
Regardons un cas ot « tout ne va pas bien », ou notre fonction f n’est pas définie en x.
Regardons par exemple la limite suivante :

(xX2+1)-1
m—

li
x—0 X
. (P+D-1 o A .
Sionnote f: x— ——— —, f n’étant pas définie en 0 on ne peut pas déterminer son image par f.

Intéressons nous aux valeurs de f(x) lorsque x tend vers 0, pour cela voici un tableau de valeurs :

x |-0,5]-0,1]-0,01]-0,001]...|0,001]|0,01]01]0,5
f | 15 [ 1,9 | 1,99 | 1,999 | 2 | 2,001 | 201 |21 |25

On constate que f(x) se rapproche de 2 lorsque x tend vers 0.
On peut alors conjecturer que :

o x*+D-1
lim——=......
x—0 X
|21 B I Nombre dérivé
A - Taux de variation d’'une fonction
Dans toute cette partie on considere une fonction :
f: 9 r — R

et deux nombres réels distincts a et b € .@f.

Définition 2 : Taux de variation

Le taux de variation de la fonction f entre a et b est le nombre :

Exemple :
En considérant que f estla fonction carré définie sur R, ona:
le taux de variation de la fonction carré entre 2 et 3 est :

Propriété 1 : Interprétation géométrique

Soient A(a, f(a)) et B(b, f (b)) deux points distincts de la courbe représentative %.
Le taux de variations de f €NtIe (@ €1 D @St .....cc.eeuevierierirrienieeieniieientetesiee e stestesueestesatessesseessesnsesseeeessenns

Démonstration :
En effet,
b)-f(a -
Ty(a,b) = f)-f@ _ys—ya
b—a XB—Xa
Or on sait que le quotient VB~ yA, pour deux points distincts A et B, donne le coefficient directeur direc-
XA— XB
teur de la droite (AB). |
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n Premiére - Du nombre dérivé a la fonction dérivée

y
B
, S
A S
|~
: b—a |
a b X

Taux de variations de la fonction carré entre a et b

© Information : Différence entre taux de variation et taux d’accroissement?
Il n'y a pas de différence entre les deux, si ce n’est le contexte. On parle de taux d’accroissement pour la pente

- b) —
M. Et de taux de variation d'une fonction pour le quotient : M.
XB — XA b—a

d’une droite donc pour le quotient

(¢a® % . . . L.
% A savoir faire 2 : Taux de variation

Déterminer le taux de variation de la fonction f : x — x?> —2x entre 1 et 4.
Interpréter géométriquement ce résultat.

B - Tangente a une courbe (construction intuitive)

Définition 3 : Tangente a un cercle

L2 tanGENte A UN CEICLE B €St ...cuvuruiuiririiuiirieieieirteieietet ettt ettt be st sttt ettt be et e b e s et s se e et ebesesesene
On sait qu’elle est également perpendiculaire au rayon issue du point de tangence A.

T
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En zoomant autour du point de tangence, on observe que plus I’agrandissement augmente, plus le cercle € et la
tangente T paraissent se confondre. Autour du point A, le cercle peut donc étre approximé par sa tangente. Il faut
toutefois rester vigilant : cette propriété est locale, non globale! Le cercle et sa tangente sont tres proches dans un
voisinage immédiat de A, mais ils deviennent rapidement trés différents des que I’on s’en éloigne.

¢ K

© Information: C’est ce phénomeéne qui nous a longtemps laissé croire que la Terre était plate. Cette propriété
exceptionnelle, que I'on peut confondre localement le cercle a une droite, qui nous pousse a chercher des tan-
gentes a une courbe afin de nous faciliter 'étude des fonctions.

& Construction : Sil'on souhaite construire la tangente 4 une courbe ¢ r en un point A.
On va considérer un point B € ¢y mobile le long de ¢ et la sécante (AB). Lobjectif est de faire tendre le point B
vers le point A :

y
Cr Cr
A A B
a a :b X
y y
Cr
A A
l B l
| NS
| | | z
a b X a b X
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E Premiére - Du nombre dérivé a la fonction dérivée

Jusqu’a obtenir :

BNy

sat—r—

\ X

On voit alors que la droite (AB) pivote autour de A pour finir lorsque I'abscisse b se rapproche fortement de
I'abscisse a vers une droite que I'on appelera la tangente a ¢y en A.

Ici, il est clair qu’il y a un passage a la limite le réel b — a. La tangente a ¢ en A est la droite limite des sécantes
(AB) lorsque b — a.

Ce qui nous intéressera par la suite sera le coefficient directeur limite de cette tangente.

Voici une vidéo illustrant la construction que l'on vient de faire.

Scannez-moi

C - Dérivabilité locale

Définition 4 : Nombre dérivé

Si ¢y admet une tangente non verticale au point d’abscisse d, On dit qUE ..........c.coovvurieiriieinisieiciiieieians
Le coefficient directeur de cette tangente s'appelle ..........cccocceccrveeeicninenenenenenenenienens etonlenote. ..........
(selit« f primede a») etona:

@A retenir: Pour justifier la formule donnant le nombre dérivé de f en a. Comme le coefficient directeur de la
sécante (AB) ou B € %f est donné par:

fb) - fla)
b—a
ON AITQ ALOTS QUE ...ttt ettt ettt e bt e s te s be e s ae e s be e bt e st e s ba e s st essseesseesasassaesssesnsaenseesnses 1 ¥ B
.......................................................................................... 3 AOMIC ettt

D’ot1 on a I'égalité :

Propriété 2 : Dérivabilité

f estdérivable en a si, et seulement si,

Exemple :

Montrons que la fonction carré, f, est dérivable en 1 et calculons son nombre dérivé en 1: f'(1).
Pour cela moNntrons qUE : ......cccceeevercveeneercreeneessvensneens est une valeur finie.
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f)-f)
b-1

fb)-fQ)

b-1

Commencons par déterminer

Comme b — 1, c’est-a-dire b va se rapprocher autant que possible de 1 sans étre égale a 1, donc b—1 # 0.

Ainsi :
f)-f
T e
Donc: b )
im O =IO S
b—1 b-1
D’ou f est dérivable en 1 et son nombre dérivé en 1 est égal a ...., ce qui veut dire QUE ..........ceceveeverceeneennenne

Pour simplifier les calculs de limite, nous pouvons redéfinir le calcul le nombre dérivé de f en a.
Pour cela il faut remarquer que : b tend vers a si, et seulement si, la distance de a a b tend vers 0.

y h N
a=\ /=b=a+h
a h +b
a+ h +b
a-+ h +bh

Ainsi en notant h la distance de a a b (h = b — a) on peut alors noter b de la facon suivante :
b=a+h
Dans ce cas on a bien que :
b—a si, etseulementsi h—0
On peut alors redéfinir le nombre dérivé pour simplifier le nombre dérivé :

Propriété 3 : Nombre dérivé

Lorsque f est dérivable en a,on a:

Exemple :
En utilisant cette propriété retrouvons le résultat de I'’exemple précédent.
DEterminoms .......ccceeeeeeveeneereenenennerenenenenennenne ,toutd’abordon a:

fA+h-fQ)
h
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E Premiére - Du nombre dérivé a la fonction dérivée

im LA O e =
h—0 h

% A savoir faire 3 : Calcul de nombres dérivés

1. Ftudier la dérivabilité de la fonction f: x — x> —2x en 0.

© Information : Les fonctions sont-elles toutes dérivables en tout point de leur domaine définition?

La réponse est non, il existe de nombreuses fonctions qui ne sont pas dérivables en des points ou elles sont pour-
tant définies.

Lexemple le plus connu est celui de la fonction valeur absolue.
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Exemple :

Considérons la fonction valeur absolue :
[l: R — R

x six=0
—x six<0

Sa courbe représentative est la suivante :

i

Il semblerait que la tangente a ¢y en 0 n’ait pas le méme coefficient directeur que I'on arrive en 0 par la
droite (c’est-a-dire avec des valeurs positives) que par la gauche (c’est-a-dire avec des valeurs négatives).

Donc on peut conjecturer que la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0. Démontrons le :
[0+ k| —0]

Pour cela, déterminons — pour h>0puis h<0:
e Cash>0:0Ona:
|0+ h|—]0]
A T ettt ——— et e e e —t et se e bttt s seabeeessaabaeeessanaaes
e Cash<0:0Ona:
|0+ h[—]0]
A T ettt et et et e e e r—t et s e e —teessaaabeeessanaraeesesaates
Ainsiona:
| 520} LR et la fonction valeur abSolUE .........c.eeevvvvvviiiiiciiieiiieeeeeeeeeee,

@A retenir : On retiendra qu’une fonction dérivable en un point ne présente pas d’« angle » en ce point.
Ce qui n’est pas le cas de la fonction valeur absolue en 0.

D - Equation de la tangente

On sait déja par définition que le coefficient directeur de la tangente (non verticale) a ‘ff en A(a, f(a)) est f'(a). 11
nous reste a déterminer I'ordonnée a I'origine de notre tangente.

Théoréme 1 : Equation de la tangente

Soit f une fonction dérivable en a € R.
La tangente T, a €7 au point d’abscisse a a pour équation réduite :

e
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Premiére - Du nombre dérivé a la fonction dérivée

Démonstration :

@A retenir: En pratique on retiendra surtout comment on détermine I'ordonnée a I'origine de notre tangente.

Exemple :
Déterminons I'équation de la tangente a la courbe de la fonction carré au point d’abscisse 1.

On sait que le coefficient directeur de la tangente a ¢ au point d’abscisse 1 est .......c.ccccoeevereireieinees
......................................... D’apres les exemples précédents on sait que :
'y =....
Ainsi on sait déja que :
Tfyl eeeerereeteeeieeieeeeeneeiaeaas

Par définition de la tangente, on sait QUE .........cccceeeververuennene AONIC .ttt
............................................................ , C'est-a-dire :

S e =

S e =

S e =

Ainsil'équation de la tangente a ¢ en 1 est :

Tf}l o P PN

Propriété 4 : Tangente horizontale

Soit f une fonction dérivable en a € R,
¢’r possede une tangente horizontale au point d’abscisse a si, et seulement si, ...........c.cceevrvunnen.

oo s
Z A savoir faire 4 : Déterminer P'équation d’une tangente

1. Déterminer I'équation de la tangente 2 la courbe de la fonction f : x — x> — 2x au point d’abscisse 0.

M. DESORGERIS
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| Ws Il Fonction dérivée

A - Dérivabilité sur un intervalle

Définition 5 : Dérivabilité sur un intervalle

Soient f une fonction définie sur Z; et I ¢ % une partie de Zy.
On dit que [ est dErivable SUT I Si........c.coceevuiriiriiriiiniinieniiieneeiestete et este et este st esseentesseetessesnsenses

Exemple :

Etudions le domaine dérivabilité de la fonction carré.
Considérons un réel a et étudions la dérivabilité de la fonction carré en a.
Pour cela, commencons par déterminer :

fla+h)-f(a)
h
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Premiére - Du nombre dérivé a la fonction dérivée

Ainsi:

lim LA ZT@D e
h—0 h

Pour tout a € R, on a que ...... est une valeur finie. Donc on vient de montrer que pour tout a € R,
lim fla+h)-f(a)

h—0 h
D’ou f est dérivable sur R.

existe et est une valeur finie, c’est-a-dire que pour tout a € R f est dérivable en a.

A Attention : Une fonction n’est pas obligatoirement dérivable en tout point de son domaine de définition. En
effet nous avons vu I’exemple de la valeur absolue définie en 0 mais non dérivable en 0.

Pour f une fonction dérivable sur un intervalle I, on associe a tout a € I le réel noté :

(@) = lim L@ Jlarh = f(@
x—a x—a Jm .

Associé une valeur @ Un réel, C'est .......ovuevurirnrrninenineeeenes e On définit .....ccovevvvveevvenieiniccnieennee
.................................................. de la facon suivante : pour tout @ tel QUE ......ccceeveevveriiereeseniniereeseneeeesee e

Définition 6 : Fonction dérivée

Soit f une fonction dérivable sur I une partie de Zy.
On appelle fonction dérivée de f sur I la fonction notée f’ tel que : pour tout x € I :

ot f'(x) est le nombre dérivé de f en x.

Exemple :

On vient de montrer que pour tout a € R, la fonction carré f était dérivable en a tel que :

On vient alors de déterminer I’expression algébrique de la fonction de la dérivée de la fonction carré. La
fonction dérivée f’ de la fonction carré est la fonction :

ffi* R — R
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B - Dérivées usuelles

Voici un tableau donnant I’expression de la fonction dérivée pour chacune des fonctions usuelles. Ce tableau est
a connaitre par cceur.

Famille f(x) Domaine de définition ') Domaine de dérivabilité

Constante k| e e | e
Affine Ax+D | e i | e
Carré X2 | s i | e,
Cubique X e e | e
Puissance (n € N) X s e | e,
Racine carrée VX | e i | e

1
Inverse — e i | e

X

. . 1 —n
Puissanceinverse | — =x7" |  viiiieeee | e | e,
xn

Vo0
% A savoir faire 5 : Calcul de dérivée usuelle

Donner I'expression de f’(x) pour chacune des fonctions f suivantes :

1. firtx—1 4. f4:x'—>2(x+2) 6. f5:x— x2
2. fr:x—0 T )
3. f3ix——x+3 5. fsix— x° 7. f7:XHW
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Premiére - Du nombre dérivé a la fonction dérivée

C - Opérations sur les fonctions dérivées

Maintenant que nous connaissons les dérivées des fonctions usuelles, amusons-nous avec les opérations élémen-
taires.

C.1 - Somme

Propriété 5 : Somme

Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I, la fonction f + g est dérivable sur I, eton a:

© Information : Légalité (f + g)’ = ' + g’ est une égalité de fonctions (sur I), c’est-a-dire que :

Pourtoutxe I, (f+g) (x)=f'(x)+g'(x)

Exemple :

Soit f:x— x*+2x+5,
Pour x € R, on peut décomposer f(x) de la facon suivante : f(x) = u(h) + v(x) ou

U:X— .. et VIX— e
Ainsi f = u+ v (égalité de fonctions).
Comme fonctions polynomiales u et v sont deux fonctions dérivables sur R. Alors comme ..........cc.cccceueunee
..................................................................................... f est dérivable sur R.

(¢a® % . . A
"Ig A savoir faire 6 : Dériver une somme

Donner I'expression de f’(x) pour chacune des fonctions f suivantes :

X
1. flszx3+5+6 2. fz;x,_,lJri 3. fiix—x+2x+x’
x
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C.2 - Produit par un réel

Propriété 6 : Produit par un réel

Soient k € R et f une fonction dérivable sur I, la fonction k f est dérivable sur I, eton a:

© Information : La fonction kf est tout simplement la fonction x — k f(x).

Exemple :

5
Soit f:x— —,

X
Pour x € R on peut décomposer f(x) de la facon suivante : f(x) =5g(x) ou

81X e
Comme g est dérivable sur ......... , alors f est dérivable sur ...... tel que, pour tout x € R* :
FX) = e
oo s
& A savoir faire 7 : Produit par un réel
2

1. fi:x—2Vx V2 ¥ 3

3. fyix— = 5. foixm ot

Ja:x 3x2 Js 3 X7
2 2
2. foix—mx> 4. fy:x—2x 6. feix'—’2+;+;
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C.3 - Produit

Propriété 7 : Produit

Soient u et v une fonction dérivable sur I, la fonction uv est dérivable sur I, eton a:

© Information : La fonction uv est tout simplement la fonction x — u(x)v(x).

¥R Erreur fréquente : A partir d’ici les formules se compliquent...
Attention ici nous n’avons pas :

Pour s’en convaincre, voici une explication rapide :
pour toute fonction fona f=....ccccocevervienenenne. OU ceveeveerereneeneenns (<] SO

Si cette formule était vraie on aurait alors :

Et cela peu importe la fonction... ce qui est évidemment faux.

Exemple :

Soit f: x— xv/x,
Pour x € R, on peut décomposer f(x) de la facon suivante : f(x) = u(x) v(x) ou

# A savoir faire 8 : Dériver un produit

Donner I'expression de f’(x) pour chacune des fonctions f suivantes :

1. firx— (X +2x%+3) (x> +2)
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C.4 - Quotient

Propriété 8 : Inverse

1
Soit f une fonction dérivable sur I tel que pour tout xe I: .............. , la fonction — est dérivable sur I, avec :

Exemple :

Soit f:x— ,
x2+1
[ estdéfinie sur R car ......cccceeeevereeieneeseneeneeeeseeeeen.
1
Pour x € R, on peut décomposer f(x) de la facon suivante : f(x) = ﬁ ol
81X e
Comme, pour tout x € R, ............... et que g est dérivable sur R alors f est dérivable sur R tel que, pour tout

xXeER:

M. DESORGERIS



Premiére - Du nombre dérivé a la fonction dérivée

(¢a® % . A A . .
% A savoir faire 9 : Dériver P'inverse d’une fonction

Donner I'expression f’(x) pour chacune des fonctions f suivantes :
Pour l'instant on se souciera pas du domaine de dérivation

Propriété 9 : Cas général

Soient u et v deux fonctions dérivables sur I tels que pour tout x€ [ : ............... , 1a fonction — est dérivable
sur I, avec :

Exemple :

Soit frx— —

f est définie sur R car

u(x
Pour x € R, on peut décomposer f(x) de la facon suivante : f(x) = —— ou

Comme v(x) # 0 pour tout x € R et u et v sont dérivables sur R, f est dérivable comme fonction quotient
sur ........ , tel que pour tout xe R :
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(G % o . A 5
% A savoir faire 10 : Dériver d’'un quotient
Donner I'expression de f’(x) pour chacune des fonctions f suivantes :

x—4 1
1 leX'—’TS —+3
2. forx— X 3
2__
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Premiére - Du nombre dérivé a la fonction dérivée

C.5 - Composée avec une fonction affine

Définition 7 : Composée avec une fonction affine

Soit f une fonction définie sur @f,
On dit que f est

................................................................. définie sur Zg avec ........cccovevuevrieirisieinicreisiciennnen. S
................................................................. et:
FX) = e
La situation se représente ainsi :
J f l
4
X —— mx+p — g(mx+p)

@ A retenir : Les ensembles
Concernant les domaines de définitions il faut retenir que :

Pour x € @f (comme on veut calculer f(x)) il fautque mx+p € @g (comme on veut calculer g(mx+ p)).

Ce schéma résume le tout :

Exemple :

La fonction f : x — (2x +5)? définie sur 9y, estla composée d’une fonction g et d'une fonction affine.
En effet en posant g : x— ..... on a clairement pour tout x € ¥ :

fx)=g(2x+5)

De plus g est clairement définie sur R, et on a bien pour tout x € 7y, mx + p € R donc f est définie sur R.

(¢a® % . . a oy
. A savoir faire 11 : Reconnaitre la composition

Pour chacune des fonctions f suivantes, reconnaitre les fonctions g et affines x — mx + p tels que :

fx) =glmx+p)

On pourra également donner le domaine de définition de chacune des fonctions f.

L fiix— 1 3. farx—Vv-2x+5
2x-3 , A xX+2
2. fy: x> (~3x—5) e s
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Propriété 10 : Dérivée d’'une composée avec fonction affine

Soient g une fonction dérivable sur I et J un intervalle.

Si pour tout x € J, mx+ p € I (avec m, p € R) alors la fonction f définie sur J par f(x) = g(mx + p) est
dérivable sur J, tel que pour tout x€ J :

) = e
Exemple :
Soit f:x— V2x+1,
On remarque que f estla composée de la fonction g: x — ........ et de la fonction affine x — ..........ccce..e

Comme g est dérivable sur ....., il nous faut déterminer '’ensemble des points x tels que : ..........cccccuneee
Orona:

............... D R
O v D
O v D

M. DESORGERIS



Premiére - Du nombre dérivé a la fonction dérivée

® 5 . . 2 e 2 .
% A savoir faire 12 : Dériver une composée avec une fonction affine

Donner I'expression de f’(x) pour chacune des fonctions f suivantes :

1. flzx_.; 3. 3ix—V-2x+5
2x-3 x+2
2. fo:x— (-3x-5)° e s

On pourra s’intéresser au domaine de dérivabilité de chacune de ces fonctions.
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Vs CAAYA Exercices

A - Taux de variation

%%k Yoy v EXERCICE 1 (Taux de variation #1) .. ... oottt ettt ettt e e e ettt e e @

Dans chaque cas déterminer le taux de variation de f entre aet b :

1. firx—4x+3aveca=-2etb=>5. 3. fg:x-ﬁlavecaz?:etb:&
x
2. fh:x—3x*aveca=1leth=3. 4. fr:x—x’+xaveca=2eth=4.
%k ey v EXERCICE 2 (Taux de variation #2) .....ooeeieiiti ettt ettt et ettt @

Dans chaque cas déterminer le taux de variation de f entre a et b, en fonctionde aet b:

1. fi:rx—2x+5pourxeR. 3. f3:x-—>§pourx€IR*.
x
2. fo:x—3—-6xpour xeR. 4. fy:x~ 3x%pour x€R.
KAV EXERCICE 3 (SECANTE #1) 1. vttt ittt ettt et iee ettt ee e et ie e e et e e et iee e e ee e e eaeaeeeannns @

Soient f : x — x? —3x + 7, définie sur R, et deux points A et B de s d’abscisses respectives 2 et 8.
Déterminer I'équation réduite de la sécante (AB).

FK AT EXERCICE 4 (SECANTE #2) ..ot ettt ettt ettt ettt e e e et ettt et ettt e e e e eeaaans @

1
Soient f: x — 5x+ 1 définie sur R, et trois points A, B et C de %f d’abscisses respectives 0,1 et 3.
X

Déterminer I’équation réduite des sécantes (AB) et (AC).

B - Nombre dérivé

KKk 9757 EXERCICE 5 (Nombre derivé et dEriVabilite) ................eeeeveeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, &

1
Soit f:x— ——,
f xX+2

1. Déterminer I'ensemble de définition de f.

2. Montrer que le taux de variation de f entre 1 et 1 + h est égale a — pour h #0 et h # 3.

1
3B3+h)
3. En déduire que f est dérivable en 1 et calculer f'(1).

%% K e 7% EXERCICE 6 (NOMDIE dETiVE) . ...ttt e @

Dans chaque cas déterminer le nombre dérivé de f en a :

1. i:rx—4x+3aveca=-2. 3. f3:x— x*(2+5x) aveca=4

2. fo:x—3x*aveca=-1 4. fp:x—+/xaveca=2

KK %55 Yo EXERCICE 7 (Coefficient dir€CteUT) ....ovvit ettt ittt et e et e e et e e e e @

Dans chaque cas déterminer le coefficient directeur de la tangente a ¢y en a :

1. fi:x—2x+5aveca=—2. 2. frix—x*—4aveca=-2
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F kAP EXERCICE 8 (Parall@le?) ... ..ttt ittt ettt ettt e e @
5

Soient f: x — — et a € R*. Démontrer que les tangentes a ¢y aux points d’abscisses a et —a sont paralleles.
X

KA Ve EXERCICE 9 (GIaphiqUe #1) ..o ettt ittt et e et e e e e e e et e e et e e e e e e e e eanns @

Dans le repere ci-dessous, on a tracé la courbe ¢’y d’'une fonction f définie et dérivable sur [—4,4].

y
X
Cr
1. Tracer la tangente a ¢y au 2. Tracer la tangente a 67 au 3. Tracer la tangente a 47 au
point d’abscisse 2 sachant point d’abscisse —4 sachant point d’abscisse 0 sachant
que f'(2) =2. que f'(-4) = —4. que f'(0) =0.
F ke EXERCICE 10 (GraphiqUe #2) . ..ottt ettt e e e ettt ettt @

Dans le repere ci-dessous, on a tracé la courbe ¢’s d’'une fonction f définie et dérivable sur R*.

y
or
x
1. Tracer la tangente a ¢y au 2. Tracer la tangente a 65 au 3. Tracer la tangente a 65 au
point d absmsise —2 sachant pomtld abscisse 1 sachant point d’abscisse — = sachant
2 s
q 2 4’

M. DESORGERIS



Premiére - Du nombre dérivé a la fonction dérivée
C - Tangente a courbe

% % ¥ Y¢v% EXERCICE 11 (Graphique #3)

Soit f définie et dérivable sur [-3,5], dont on a tracé la courbe représentative %f ci-dessous.

\ v
1 4
4
\\ ,
4
((() \ v
o
f \ L
\ ,
\ 4
e
\ v
v ’
v,
\ A
\ )
______ b --F--=-- = —-=d---=
\ A}
|
1 P \
1 P !
, I
\ . !
e
v, 4 X
) —
4
. 3
7
4

1. Déterminer graphiquement f(—1), f(0), f(1) et f(2).

4
2. Déterminer par lecture graphique f'(-1), f'(1), f’ (5) et f/(2).
3. Donner I'équation des tangentes a la courbe au point d’abscisse 2 puis —1 puis 1.

% % Yy v EXERCICE 12 (Tangente en un point)

La droite 2 d’équation y = 6x est la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse —2.
Déterminer f’(-2) et f(-2).
% % % % 7% EXERCICE 13 (Tangentes)

Soit f une fonction définie et dérivable sur R. Sa courbe représentative ¢’y passe par les points A(-4,11), B(2,4) et
C(6,2). Les nombres dérivés de f en —4, en 2 et en 6 sont respectivement égauxa ——, — et —.

1

55 2
On appelle alors T4, Tp et T¢ les tangentes a ‘Kf respectivement en A, B et C.
1. Déterminer I'’équation réduite de chacune des tangentes T4, T et T¢.

2. Lestangentes T4, T et T¢c sont-elles concourantes? Si oui, en quel point?
D - Calculs de dérivées

% Yrvrve EXERCICE 14 (B.a-ba)

Donner I'expression de f’(x) pour chacune des fonctions suivantes :
. firx—x3

1
3. f3ix— <
B 3

2. forx—ux-7

1\11
5. f52X'—>(;)

4. fi !

. X —
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Yk Yo vc Yo EXERCICE 15 (Somme et produit par Unréel).......o.oviuniiinniiin it iieeiieeiineeaeennnss

Donner I'expression de f’(x) pour chacune des fonctions suivantes :

1 1 1 1 1 2x 3
. firx—x3+x*+—-2x+5 3. faix— —+—+—+— 5. fsiXx— — — —
h X fs x x2 x xt f5 3  4x
2. frix——(9x-5)+x 4. fy:x— V8x 6. fo:x—xt—x4
KK Ve EXERCICE 16 (Produit) . ..o ..o e e e e
Donner I'expression de f’(x) pour chacune des fonctions suivantes :
1. fi:x— Bx+5)(1-x) 3. f3:x-—>(l4—2x_2) 5x4+l)
X X
2. frix—2(-x*+5x-8)(3x*>+7) 4. fy:x— xy/x
2.0 0. & @d 05:4:1:103 (0] o KA (010 Te) a =1 | ) PR
Donner I'expression de f’(x) pour chacune des fonctions suivantes :
1 1 2x—x
1. X — 4. X e
S 3x-5 ha 3x+5x3+7x5 v fr: 2 +5x3
2. forrx——5— 5. fsix— x+2
CETTT e C T 5k =3 1.,
3 6x2+5x+4 X
3. rix—— 6. foix— ——— 8. fg:x—
4/x+x2 fo 3x2+2x+1 V3x
% % % ¥ EXERCICE 18 (Composée avec une fonction affine) .............cooiiiiiii i
Donner I'expression de f’(x) pour chacune des fonctions suivantes :
1. fi:rx—vbx+2 3. fyix— 1 5. f5:x-—>(3x+5)4
—9x+8
1
2. fz:X'—>\/—9x+8 4. f4;x.—> (2x+1)3 6. f6:x'_’(_x+2)_3

Fk K Yo Ye EXERCICE 19 (Composition affine #1) ......iiiiiiii it it st e et ie e ie e eaas

1
On consideére une fonction f, définie et dérivable sur R* par f:x — 7 3x+5 et deux fonctions g et h tels que :
X

g:x—f(x-2) et h:x— f(1+2x)

1. Quevaut g(x)? h(x)?
2. Quevaut g'(x)2 h'(x)?

Y% % 75 Y EXERCICE 20 (Composition affine #2) ....... ..ot e e

2x
On considere une fonction f, définie par f:x— ——
3x-+1

g:x— f(x—-2) et h:x— f(1+2x)

1. Quevaut g(x)? h(x)?
2. Quevaut g'(x)? ' (x)?

et deux fonctions g et  tels que::
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% K 3% EXERCICE 21 (Composition affine #3) .....ooiuuuniii e @

On considere une fonction f, définie et dérivable sur R* par f: x— — + x et deux fonctions g et h tels que :
X

g:x— f(x-2) et h:x— f(1+2x)

1. Quevaut g(x)? h(x)?

2. Quevaut g'(x)2 h'(x)?

%% % ¥ v EXERCICE 22 (Composition affine et dérivabilité) ............. ... i @
Soit f:x— v2x+8

1. Déterminer I'ensemble de définition et de dérivabilité de f.

2. Déterminer I'expression de la fonction dérivée de f.

3. Déterminer I'équation de la tangente a 4’r au point d’abscisse —2 puis 5.

Kk Kk 5 Y EXERCICE 23 (Un peude PhySiqUe) .. ...oveun ettt ettt et et et ie e eeeeaeenns @

On considere que la position d'un objet M dans un repere orthonormé au cours du temps est donné par une
fonction de t (le temps) :

fit—1-22+7

La dérivée de la position f(?), par rapport a ¢, donne la vitesse instantanée, v(t), de notre objet. La dérivée de sa
vitesse instantanée, v(t), donne 'accélération, a(t), de notre objet.

1. Déterminer la position, la vitesse et I’accélération de M au temps ¢ = 0.

2. Déterminer la position, la vitesse et 'accélération de M au temps ¢ = 1.

E - Un peudelogique...
% K e EXERCICE 24 (QUANTIfICATEUIS) .. ...ttt ettt ettt ettt ettt e eeaaas @

1
Considérons f la fonction définie sur R* par I'expression f(x) = —.
X

Dans chaque cas, dire si la proposition est vraie ou fausse. Justifier.
1. Pour tout nombre réel x # 0, f'(x) <O0.
2. 1l existe un nombre réel x # 0 tel que f'(x) = —1.

3. Pour tout nombre réel x # 0, f’(x) = —1.

kA e EXERCICE 25 (IMPLCAtIONS) . .o oo eettttt ettt ettt et et ettt e ettt e e e @

f et g sont deux fonctions dérivables sur R.
Pour chaque implication, dire si elle est vraie ou fausse. Justifier.

1. Siles fonctions f et g sont égales, alors elles ont la méme fonction dérivée.
2. Siles fonctions f et g ontla méme fonction dérivée, alors elles sont égales.

3. Sipour tout nombre réel x, f(x) — g(x) =1 alors les fonctions f et g ontla méme dérivée.
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F - Problémes

%% % % 5 EXERCICE 26 (Approximation affine) ..............ouiiiiiiiiiiiii i i i @

Considérons f la fonction racine carrée. On se propose de déterminer une fonction affine x — ax + b telle que la
fonction i — f(1+ h) — (ah + b) ait pou limite 0 lorsque % tend vers 0.
On dira alors que cette fonction affine est une approximation affine de f au voisinage de 1.

1. Déterminer f'(1).
2. Justifier que pour & proche de 0 avec h #0:

fa+hn-fQ) 21
— =

\S}

3. En déduire I'approximation affine :

h
v1+h=1+§ pour h proche de 0

4. En déduire, sans l'aide de la calculatrice, une valeur approchée de :

(a) v1,02 (b) /0,996
28,86 G 5. 51 1103 [ o) 1 @

Considérons la fonction f définie sur R par:
f(x):ax2+bx+c, ab,ceR

La droite (d), représenté ci-dessous, est tangente a ¢y au point d’abscisse A(0, 1) et ¢ passe par le point B(2,5).
Déterminer alors I'expression de f(x).

51-------- —|-B
s )
2 e
/l A |
> 71 o] 1 2
Y % K Y EXERCICE 28 (Tangentes COMIMUIIES) . .. vueutnertnenetnenetnenetnenetnenetneneeneneeneneeaeneenens @

Soient f et g deux fonctions dérivables sur R :
f)=x>+1 et g)=-x*-1

Déterminer les tangentes communes aux deux courbes €y et €. Préciser pour chacune d’elles le point de contact
avec chaque courbe.
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Y % % v EXERCICE 29 (Famille de COUTDES) .. ...ttt @
Pour tout nombre réel non nul a, on note &, la courbe représentative, dans un repére orthonormé, de la fonction :
fix—ax*+(1-2a)x+2

Démontrer que toutes les courbes &2, passent par un méme point E et qu’elles ont une tangente commune en ce
point.

EXERCICE 30 (Parit) ... ..ottt ettt e et e et e ettt ettt te e aeeens @

Considérons f une fonction dérivable sur R.
1. Démontrer que si f est paire, alors sa fonction dérivée f’ est impaire.
2. Démontrer que si f est impaire, alors sa fonction dérivée f’ est paire.

%k kK7 EXERCICE 31 (BAC 2017 — AMETIqUe dUNOTA) . o ovvveeeeeeeeeeeeee oo (v

Un fabricant doit réaliser un portail en bois plein sur mesure, selon le schéma ci-dessous.

S

Lunité du repére représente 1 metre.
¢ estla courbe représentative de la fonction :

f: [-22] — R
x — ax’+bx+c
avec a, b et ¢ des nombres réels avec a # 0.
1. (a) Latangente a % au point S d’abscisse 0 est parallele a I’axe des abscisses.
Justifier que f’(0) = 0 et en déduire la valeur de b.
(b) Alaide des informations f(0) =2 et f(2) = 1,5, déterminer les valeurs de a et c.
En déduire, que pour tout x € [-2,2] : f(x) = —0,125x? + 2.
2. (a) Vérifier que f est une fonction paire.
(b) Interpréter cette propriété.
3. Pour découper les vantaux du portail, le fabriquant découpe des planches. Il a le choix entre deux formes de

planches prédécoupées : soit un carré OCES, soit un trapeze OCGH comme dans les schémas ci-dessous.
Dans la deuxieme méthode, la droite (GH) est la tangente & la courbe % au point F d’abscisse 1.

G
S ------ E -\
| 5 I
vantail vantail
0] 0
C C

Quelle est la forme la plus économique?
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