CHAPITRE 3

Etude des polynomes du second degré
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Premiére - Etude des polynomes du second degré

Introduction

|Dans la premiére partie du chapitre, nous avons étudié les fonctions polynémes du second degré et leurs
différentes formes d’écriture. Nous allons maintenant nous intéresser aux équations du second degré, c’est-a-dire
aux équations de la forme ax? + bx + ¢ = 0, avec a # 0. Résoudre une telle équation revient a chercher les valeurs
de x pour lesquelles le polyndme s’annule : ces valeurs sont appelées les racines du polynéme. Le but de cette
partie sera donc de déterminer ces racines, lorsqu’elles existent, et de comprendre dans quels cas une équation
du second degré admet zéro, une ou deux solutions réelles.

Résolution d’'une équation du second degré

Définition 1 : Equation du second degré

Une équation du second degré est une équation de la forme ax’ + bx+c=0oi1a,b et c€ Ravec a # 0.

Exemple :

Léquation —2x? + 3x — 1 = 0 est une équation du second degré.

Définition 2 : Discriminant

On appelle discriminant de I'équation ax? + bx + ¢ = 0, le nombre :

A =b*—4ac

Exemple :

Le discriminant associé a I'équation du second degré précédente est égale a :
A=3%-4x(-2)x(-1)

=9-8
=1

Propriété 1 : Solutions

Considérons A le discriminant associé a 'équation (E) : ax® + bx+c =0;

¢ Si A <0alors’équation (E) n’admet pas de solution réelle;

¢ Si A =0 alors I'équation (E) admet une unique solution xy = N ;
a

b
e Si A >0 alors’équation (E) admet deux solutions distinctes x; = o et xp =
a

Exemple :
| En reprenant la méme équation du second degré que les exemples précédents, on sait que le discriminant
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@ A retenir : Le principe de la preuve

de cette équation est : A =1 > 0 ainsi on sait que cette équation admet deux solutions distinctes qui sont :

-3-V1 -3+v1
Xj=—— et Xp=——
2 x(=2) 2 x(=2)

—4 " -2

X1=— et Xxp=—

1= 2Ty

1 t L

x1=1 et xp=—

1 2=3

1
Ainsi I'ensemble des solutions de 'équation du second degré considérée au départ est : . = { 1, > }

Lidée de la preuve de cette propriété est simple, jusqu’ici pour résoudre des équations du second degré comme

X -2x+1=0

Vous utilisiez sans cesse la factorisation pour appliquer la propriété du produit nul. Ici nous allons faire de méme,
nous allons chercher a factoriser notre polynéme du second degré pour obtenir une équation produit nul pour

ensuite déterminer facilement les solutions de notre équation.

Démonstration (a connaitre) :

ona:

ax*+bx+c=al|lx+—

2a

On reconnait ici A = b? —4ac;

Plusieurs cas s’offrent a nous :
* Si A <0alors'équation (E) n'admet aucune solution en effet :

(E)@(x+ b)z— A
2a) 4a?

22
Onaalors:.¥ =@

¢ Si A =0 alors de la méme maniere que précédemmenton a:

b 2
(E)@(x+2—) =0

a
b
ox+—=0
2a
b
S xX=——
2a

Considérons I'équation du second degré suivante : (E) : ax?+bx+c=0ola,bet ceRavec a #0.
Cherchons a factoriser le polyndéme : ax? + bx + c. Dans le premier chapitre sur les polynémes du second
degré, nous avons commencé a factoriser ces fonctions en passant par la forme canonique associée. Ainsi

( b )2 b?—4ac
4q?

b\> A
ax*+bx+c=a (x+— -—
2a 4q?
AinsiI’équation : (E) est équivalente a:
b\ A
allx+—| ——=| =0
2a 4a?
b 2
S(x+—| ——==0 cara#0
2a 4a? ?

. . . A
Or cette derniere équation n'admet aucune solution car 1 <0.
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b
AinsiI’équation (E) possede comme ensemble des solutions : . = {— y }
a

e Si A >0 alors VA est définie, on a alors :

2
b\ A
(E)@(x+—) —(ﬁ) =0
2a 2a
b VA b VA
Slx+—-——|[x+—+—|=0
2a 2a 2a 2a
( b—\/Z)( b+\/K)
o |x+ X+ =
2a 2a
Comme équation produit nulle, on a alors :
b—vA b+ VA
S Xx=- ou x=-
2a 2a
-b+VA -b-VA
SxX=——""" 0ou XxX=——"—
2a 2a
-b+VvVA -b+VA
Ainsi 'ensemble des solutions de notre équation (E) estY:{ 5 \/_, 5 \/_}
a a

(& % q 5 2 P q .
Z A savoir faire 1 : Résoudre des équations du second degré

Résoudre dans R les équations suivantes

1. x*-2x-3=0
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Définition 3 : Racines

Pour une fonction polynomiale de degré deux, f: x — ax®+bx+ ¢, les solutions de I'équation f(x) = 0 sont
aussi appellées racines de la fonction f.

@ A retenir : Racine double

Dans le cas ou A = 0, on appelle l'unique solution de notre équation racine double de notre fonction polynomiale
du second degré

Exemple :
Les racines du polyndéme P(x) = Dy S Y ) o | S

1131l Factorisation et étude de signes

La démonstration précédente montre un peu plus que l'existence (ou non) de solution pour une équation du se-
cond degré donnée elle montre méme qu’'un polyndéme du second degré peut étre factorisé dans certains cas.
En effet dans les cas ou1 A = 0, nous avons pu donner une forme factorisée de notre polynéme du second degré.

e A>0:ax’+bx+c= a(x+ 5 5 1 A = b® —4ac, ce qui est la forme factorisée de notre

b—\/K)( b+\/3) .
X+ (0]
a a

polyndéme;

b 2
e A=0:ax’+bx+c=a (x + 2—) , ce qui est la forme factorisée de notre polynome.
a
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E Premiére - Etude des polynomes du second degré

Théoreme 1 : Factorisation

Soient a, b, c € R tels que a # 0.
Le polynome du second degré ax? + bx + ¢ se factorise éventuellement de la fagon suivante :

e SiA>0, ax®+bx+c=alx—x;)(x—x2) ol x; et x, sont les racines de notre polyndome;
e SiA=0, ax?®+ bx+c = a(x— xy)? ol1 xy est la racine double de notre polyndéme;

* Si A <0, alors notre polynéme n’a pas de forme factorisée sur R.

Démonstration :
Voir démonstration précédente |

@ Aretenir: Si a est une racine d’un polynéme P alors P est factorisable par x — a.

Exemple :

En reprenant I'exemple suivi tout au long du chapitre, factorisons le trinéme : —2x% +3x — 1.

On a vu que A =1 > 0, donc notre polyndme est bien factorisable. De plus, nous avons vu qu’il admettait
deux racines réelles distinctes qui sont :

1
x1=1 et xp=-
1 2 5

On obtient alors la forme factorisée suivante :

1
—2x*+3x—1=-2(x-1) (x—i)

¥R Erreur fréquente : Il ne faut pas oublier de mettre le coefficient quadratique en facteur!

# A savoir faire 2 : Factoriser des polynomes du second degré

Factoriser dans R les polyndémes suivants :
1. P;:x— 3x%+11x—4A corriger

2. Py:x+— 2x?+4x—6A corriger

3. P3:x— 2x?+5x+6 A corriger

© Information: Comme nous ’avons déja vu en seconde, I'utilité principale d'une forme factorisée est d’étudier
le signe d'une fonction polynomiale. En effet :

Dans le cas ou A > 0, on a alors notre fonction polynomiale f qui admet une forme factorisée telle que : f(x) =
a(x— x1)(x— x2) ol x; et x, sont les racines de f. On a alors, (ici on va supposer que x; < x»)

X —00 X1 X2 +00
a signe(a) signe(a) ' signe(a)
X=X - 0 + +
X— X2 - - 0 +
Signe igne(a) 0-signe(a)0 signe(a)
de f(x) signe -signe signe
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Théoreme 2 : Signe

Soit f: x — ax? + bx + ¢ une fonction polynémiale du second degré.
Le signe de cette fonction dépend du signe du discriminant et du signe de a, le coefficient quadratique :

* Si A > 0, alors la fonction polynomiale est du signe de a sur | — oo, x1[U] X2, +00[ et du signe contraire
de a sur |x1, x2(;

* Si A =0, alors la fonction polynomiale est toujours du signe de a, elle s’annule sans changer de signe;

e Si A <0, alors la fonction polynomiale est toujours du signe de a, sans s’annuler.

@ A retenir: On retiendra que :

* Si A > 0 alors notre polynéme est du signe de a a l'extérieur de ses racines;

* Si A =0 alors notre polynome est toujours du signe de a. Il s’annule sans changer de signe, en son unique
racine;

* Si A <0 alors notre polyndéme est toujours du signe de a, sans s’annuler

Exemple :
Toujours en conservant la méme fonction polynomiale du second degré, P: x — —2x% +3x— 1.

Nous avons vu que les racines de notre polynéme sont : x; =1 et x, = — (on fera attentionici: x; > x» ).

De plus le signe du coefficient quadratique est négatif, donc par le théoréme précédent on a alors :

X —00 % 1 +00
Signe
de P(x) 0 0

Z A savoir faire 3 : Résoudre des inéquations du second degré

* Résoudre I'inéquation : 3x*> —2x+1=0
Comme A = -8 <0, et que notre coefficient quadratique est positif, on peut alors affirmer d’apres le théo-
réme que notre pour tout x € R, —2x?> +3x—1>0ainsi S=R

* Résoudre I'inéquation : —3x> —x+2<0

. 2 L " . . .
Les deux racines sont —1 et 5 ainsi d’apres le théoreme précédent on sait que notre polynéme est du signe

de -3 sur]—oo,—1[U | =, +oo| ainsiona S =] —oo,—1] U

2
—, +00
3

Démonstration :

Considérons la fonction polynomiale suivante P : x — ax? + bx + c;
En utilisant la remarque précédente nous allons utiliser la forme factorisé de P pour étudier le signe de
notre fonction sur R. Celle-ci dépend du signe du discriminant, A, associé a notre polynoéme.

e Si A >0 alors, pour tout x € R, on a: P(x) = a(x — x1)(x — x2) ou x1, x» sont les racines de P. On peut
supposer sans perte de généralité que x; < x», dans ce cason a:
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X —00 X1 X2 +00
a signe(a) signe(a) ' signe(a)
X=X - 0 + +
X — X2 - - 0 +
Signe signe(a) 0-signe(a)( signe(a)
de P(x)

e SiA=0alors, pourtout xe R,ona: P(x) = a(x— Xo)? ol1 xg est la racine double de P.
Danscecasona:

x -0 Xo +00
a signe(a) signe(a)
(x = x0)? + 0+
Signe . .
de P(x) signe(a) 0 signe(a)

2
* Si A <0alors, pourtout xe R, ona: P(x)=a (x+ Z) 12 | d’ou1 P(x) est du signe de a pour

positif négatif

N J

VT
positif

tout x e R

1111l Somme et produit de racines

Commencons par énoncé un théoréme qui peut paraitre évident mais qui est primordial pour cette partie.

Théoréme 3 :

Soient deux fonctions polynomiales du second degré f et g définies sur R respectivement par :
f(x)=ax*+bx+cet gx)=ax*+b'x+c

a=a

Sipourtout xeRona: f(x) = g(x)alors:{ b="b'
c=c

@Aretenir: Ce théoreme nous dit que si deux fonctions polynomiales sont égales sur tout R alors leurs coeffi-
cients sont égaux.

On pourra méme restreindre le théoréme en assurant seulement que les deux fonctions polynomiales sont égales
en trois points distincts, cela suffirait.
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Démonstration :

Laisser a la volonté du lecteur.
Indice : Si nous avons l'égalité pour tout x € R, nous l'avons en particulier pour x =0, x=1etx=-1 |

Grace a ce théoreme construisons ensemble le suivant :
Considérons une fonction polynomiale du second degré de discriminant positif, définie par :

f(x)=ax*+bx+c

On a montré que nous pouvons écrire 'expression de f par : f(x) = a(x—x;)(x— x2) ou x; et x, sont les deux
racines de f, quitte a ce que : x; = x» (dans le cas d'une racine double, A = 0).
En développant, on a alors pour tout x e R :
ax* +bx+c =a(x—x1)(x—x2)
= ax® — axx; — axx, + ax; X,
=ax’ - a(x;+x2)x+ax;x

Comme nous avons 1'égalité de deux fonctions polynomiales du second degré sur tout R, on a alors d’apres le
théoreme précédent :

a=a
b=—a(x;+x)
c=dadx1 X

En notant S la somme des deux racines de f et P le produit des deux racines f, on a alors:
b=-a$S
c=aP

On peut alors écrire, pour tout x e R :

fx) = ax®—aSx+ aP
=a(x*-Sx+P)
On voit alors que pour un polynéme du second degré unitaire (c’est-a-dire ayant un coefficient quadratique égal
a 1) ou alors en factorisant par son coefficient quadratique, on a que le coefficient linéaire est égal a I'opposé de la
somme des racines de notre polyndme du second degré et le coefficient constant est égal au produit des racines
de notre polynéme du second degré.
Voyons sur un exemple I'utilité de cette remarque :
Exemple :
Considérons le polyndme du second degré définie par f(x) = 2x? + x — 3.

e D’une part : 1 est une racine que I'on appellera évidente, car :
f)=2+1-3=0

Ce qui nous permet d’écrire :
S=1+x) et P=1xx2=x»
ol S et P sont respectivement la somme et le produit des racines de f.

e Oronvient de voir quel'ona:

1=-2x8§
—-3=2xP

Donc —3:2x2©x2:—5

On détermine ainsi facilement la seconde racine de notre polynome.
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Théoréme 4 : Lien coefficients-racines

Deux réels u et v sont les solutions de 'équation x? — Sx + P = 0 si, et seulement si, ces deux réels ont pour
somme u# + v = S et pour produit uv = P

® . . L) . . .
% A savoir faire 4 : Utiliser le lien coefficients-racines

Déterminons les racines de la fonction polynomiale du second degré définie par P(x) = x*> +4x—5

1. Trouver une racine évidente de notre polynome.
1

2. En utilisant le lien coefficients-racines, déterminer la seconde racine de notre polynéme.
Comme f est unitaire on sait que le produit des racines de f est tel que :

1xxp=-5

D’ou xp = —5.

3. Factoriser P.
Px)=(x—-1)(x+5)

Démonstration :
| En exercice. n

Nous avons vu dans le dernier exemple, un exemple du sens direct du théoréme, c’est-a-dire, nous cherchons deux
réels (potentiellement égaux) qui sont solutions d'une certaine du second degré. Pour ¢a on utilise les coefficients
de notre polyndéme du second degré pour nous aider a résoudre cette équation.

Voyons maintenant un exemple du sens indirect du théoréme, cherchons deux réels qui ont pour somme S et
produit P alors pour cela nous allons résoudre une certaine équation.

Exemple:
Résolvons le systeme, que I'on appelle somme-produit, suivant :

x+y=29
xy =210

Pour que deux nombres x et y aient pour somme 29 et produit 210, il faut et il suffit que ces deux nombres
soient solution de I’équation x> — 29x +210 = 0.

Le calcul du discriminant s’avere positif, il existe donc deux réels ayant pour somme 29 et pour produit
210.

Ainsi en résolvant notre équation du second degré, on trouve que 14 et 15 ont comme somme 29 et produit
210.

On a alors .¥ = {(14,15); (15,14)}

(¢a® % . a 2 N q
% A savoir faire 5 : Résoudre un systeme somme-produit

Déterminer les dimensions d’un rectangle d’aire 851cm? et de périmetre 120cm.
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VG I Gagner du temps griace aux racines évidentes

Cette partie est présente seulement pour vous rappeler que les outils de résolution d’équation du second degré
que 'on a découvert dans ce chapitre, ne doivent pas vous faire oublier ceux que vous avez appris les années
précédentes.

Le discriminant et le calcul de racines qui en découlent ne sont pas toujours le moyen le plus efficace pour ré-
soudre une équation du second degré. Dans certains cas favorables, il n’est pas trés utile d’utiliser cette méthode.
A vous de les reconnaitre :

* Si x (ou plus généralment kx) est facteur commun.
2x% —6x =2x(x-3)

en est un exemple, ici par une simple factorisation on détermine que 0 et 3 sont racines de notre polyndome.

* Sinotre polynéme est sous la forme d'une identité remarquable :
x*—4x+4=(x—-2)°
de la méme maniere, ici il est inutile de faire appel au discriminant, notre polynéme admet comme racine

double: 2.

e La partie précédente nous apporte une, autre, maniere de déterminer facilement des racines. En effet en
prenant sur un exemple :
f(x)=4x*-5x+1

Il est évident ici que 1 est racine;

Je factorise donc par le coefficient quadratique de f :
5 1
=4(x*-=+-
fx) (x 2 4)

1
¢ On sait que le produit des deux racines de notre polynéme est égal a: P = 1

. . . 1
¢ Sionnote x; la seconde racine (éventuellement égale a x;) de f,onaalors: 1xx, = P c’est-a-dire x, = 7

De maniére générale, pour un polyndéme du second degré de la forme : ax? + bx + c, si x est racine évidente,

c b
puisque le produit des deux racines est égal : P = — (et que la somme S = ——), on obtient alors la seconde
a a

p
racine x, par un calcul simple : x, = — si x; # 0, sinon x, = S— x; Ce que I'on appelle une racine évidente est
X1
une valeur dont il est facile a vérifier qu’elle annule ou non le polynéme; cela peut étre : 0,1, 1,2, -2 (voire 3
1
ou > pour les plus courageux d’entre vous).

Attention il faut garder en téte que cette méthode est la uniquement pour gagner du temps et éviter des er-
reurs de calculs sur la méthode du discriminant, il ne faut donc pas insister avec des valeurs trop nombreuses
ou trop compliquées concernant les racines évidentes!
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Tableau récapitulatif

Solutions de Tableau de signes de Forme factorisée de Position relative de la
) 5 ) parabole par rapport
ax*+bx+c=0 P(x) = ax*+bx+c P(x) = ax”+bx+c a l’axe des abscisses
X —00 +00 \/
A<0 Pas de solution Pas de factorisation
dans R P(x) signe de a possible /\
a>0 a<0
x | —oo b +
Une solution dans R " 2a > i
A=0 . . P = — 2 ’ ; ;
Xy = _ﬁ P(x) signe (‘) signe (x) a(x .X'())
2a de a de a
‘ a>0 a<0
Deux solutions
distinctes dans R X o x X, +oo
. .- | | PW=ak-x)x-x) | ]
= i i i x) = alx—x1)(x—x
> 1 20 P(x) signe 0 signe 0 signe 1 2
de a ‘ de —a ‘ de a
X = —b+va a>0 a<o0
2a
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Exercices

A - Second degré

F %k YooY EXERCICE 1 (DISCIIMINANT) .« ...ttt ettt et et e ettt e e e e ettt e e e e e e @

Calculer le discriminant et donner le nombre de solution de chacune des équations suivantes :

L. x*~x+1=0 3. 5x*+4x+3=0
2. 2x*-x+3=0 4. x> —V2x+7=0
% % ¥ 7 vc EXERCICE 2 (Equation du second degré) ............oiuuieneeinie it aie e ee e, @

Résoudre les équations du second degré suivantes :

1. x2-5x+6=0 6. 2x2+x+4=0 10, L2 _35x4a=0
2 _ _ 2

2. " —4x+4=0 7. —2x2+5x+3=0

3. X2 +x+1=0 , 11. —3x*-6x-3=0

4. 2x2_3x+1:0 8. —4x“+12x-9=0 x2

5. 3x*+6x+3=0 9. 5x*-2x+3=0 12. S +x+2=0
D @ & ek 05'q:): o) o) ol 0200 L E Vi 16) o) PR @
Résoudre les équations suivantes :

1. x2x+1)=x>-3 1 X2 +4x-1

. 4. x——=0 7. ———=3x+1
x x+1
3 2 x+1 1
2. x°—5x 5, —+——=1 I
2 x—4 x—-1 x+2 3
2x2+3x-5 11 3 1 1
) 6. —+——=4 9. — - =~
x-1 X x+2 X+2 x*-4 2

B - Factorisation et étude de signe
WYY YT EXERCICE 4 (RACINIES) . oottt ettt ettt et e ettt e e e e et e et e e et e e eaenes @
Déterminer les racines de chacune des fonctions polynomiale suivante :

1. f)=@x—-2)(x+1) 3. f(x)=(@2-x)(1-3x) 5. f(x) =42x+7)

2. f(x)=(2x+3)(x+2) 4. f(x)=2(x-1)(x+1) 6. f(x)=(x—-2)1-x)(—4x+1)
WK K757 EXERCICE 5 (FACTOTISATION) .t v ettt ettt ettt et e e e et e et ettt e @
Factoriser, si possible, les trindmes suivants :

1 f)=x2+x+1 3. f)=x2-x-1 x*

. ' 5. f(x):7+2x+9

2. f(x)=—-x*>+3x+9 4. f(x)=3x*>-2x-1 6. f(x)=4x*>+12x+4
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kKT EXERCICE 6 (INEQUALION) . . oo et ettt ettt e ettt e e ettt et e e e e e ettt e e e e e eeeaaas @

Résoudre les inéquations suivantes :

1. X¥*+x-6=0 3. 16x2-40x+25<0 5 —x24+3x+9=0
2. =2x°+3x+4>0 4, —5x>-3x+2>0 6. —3x2+5x+8<0
H kKK 5% EXERCICE 7 (INEQUALION #2) ...ttt ettt ettt ettt et ettt et e e e e e @

Résoudre les inéquations suivantes :

1. =5x% > (=3x+1)(x+2) 3. 4(x—3)*> = (7+4x)?
2. x+D(*+3)>(x+1)(5x-3) 4. (-3x*+x+2)(x+3)=0
Y % % % v EXERCICE 8 (La factorisation @ 1a reSCOUSSe). . .....uvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i @

Résoudre les équations suivantes en factorisant :

L (x+1)?-2x+3)%=0 4. 81— (x*+6x+9)=0
2. X2 42x+1+2x-3)(x+1)=0 5. Bx—1)2x+5)—(1-x)2x+5 =0
3. X¥°-16+(x+4)(x-6)=0 6. 2x+3)%2-22x+3)+1=0

C - Somme et produit de racines

ke Yo EXERCICE 9 (S0MME €t PrOAUIL) -« . .vvuee ettt ettt ettt ettt ettt e e e e eeeas @

Les trinomes suivants admettent tous des racines réelles. Donner dans chaque cas la somme et le produit de ces
racines.

. f)=x*-x-2 3. f(x)=—-x*+5x+2 5. f(x)=-3x>+11x+7
2. fx)=x>+3x+1 4. f(x)=2x*>+7x-1

F KK EXERCICE 10 (SYSTEITIES) ...t vet ettt ettt e ettt ettt e e e ettt e e ettt es (D

Résoudre les systemes suivants :

1‘{x+y=4 2‘{x+y=2 3‘{x+y=12 4‘{x+y=—7
xy=3 xy=1

KA KK EXERCICE 11 (PTODIBINE) .. ... eeeeeeee oo (v

Déterminer les dimensions d’un rectangle d’aire 126cm? et de périmétre : 50cm.

D - Racines évidentes

K 7o Ye 7% EXERCICE 12 (ReCherche) . ... e @

Dans chaque cas, rechercher une racine évidente de la fonction polynomiale donnée.

. f)=x>+x-2 3. fx)=x*>—x-2 5. f(x)=—6x>—10x+4

2. fx)=2x3+3x*>+x 4. fx)=x3+3x2+3x+1 6. fX)=x3—x*—x+1
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%k K7 EXERCICE 13 (RESOIULION) ...ttt ettt ettt ettt e e e e et e e e eees
Considérons I'équation : x* + 14x—15=0

1. Donner une solution évidente.

2. En utilisant la propriété du cours, déterminer la seconde racine.
Yk % ¥ ¥ EXERCICE 14 (RESOIULION #2) .. ..ottt

En utilisant la méthode de I'’exercice précédent, résoudre les équations suivantes :

24 x-2= 2 _x-20= X x

1. x*+x-2=0 3. x*—x-20=0 5. 2 .Y 120

2. x>-x-2=0 4. 2x*—x-1=0 2 2

E - Pour aller plus loin
% % %% ¥ EXERCICE 15 (EQUAtion & PATAMESLIE) ... ...\ttt ettt ettt e et e et e e e e e e
Pour m € R, discuter du nombre de solutions des équations suivantes :

(Ep): x>—mx-3x+3x+1=0
(Ep): mx*+(m—-1)x-1=0
KA KA EXERCICE 16 (DEEIE 3) ..ttt ittt tie e et tie e ettt iee e et ee e et ee e et e e e e eae e eeaaeeaennns
Considérons g la fonction polynomiale de degré 3 définie sur R par :
gx)= 2x° - 7x*+x+10
1. Montrer que 2 est une racine évidente de g.
2. Déterminer des nombres réels a, b et c tels que pour tout nombre réels x :
g(x) = (x—2)(ax®+bx+c¢)

3. Résoudre I'équation g(x) =0.
KA KK I EXERCICE 17 (DEEIE 4) ..ttt ittt ttee e ettt e et e e e et e et ee e et e e e ene e eeaaeeeennns
Résoudre les équations suivantes en posant X = x?

1. x*-84x*+243=0 3. 3x*+5x°+2=0

2. x*+8x2-9=0 4. —x*+x?+2=0

EXERCICE 18 (Avec 1adical) .. .....oeuntit ittt et e

Résoudre dans R :

1. x—5yx—14=0 2. Vx+5=1-x 3. Vx2—x-6=vx-1
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F - Un peu de logique

%% % ¥ Y EXERCICE 19 (Quantificateur UNiversel) .. .......vueinin ittt i ie e e ieeans @

Considérons f la fonction polynomiale de degré deux dont on donne le tableau de signes ci-dessous :

X -0 -2 1 +00
Signe B 0 N 0 _
de f(x)

Dans chaque cas, dire si l'affirmation est vraie ou fausse. Justifier.
1. Tous les nombres supérieurs a 1 ont une image positive par f.

Tous les nombres négatifs ont une image négative par f.

Il existe des nombres positifs dont I'image par f est positive.

Tous les nombres dont I'image par f est négative appartiennent a l'intervalle | — oo, —2].

AR R

11 existe des nombres dans l'intervalle ] — 1, 1[ dont 'image est négative.

F ok K Fe 7 EXERCICE 20 (RECIPIOQUE) .+« ettt ettt ettt ee et et et e e et e e et e e e et e e e e eeaeennns @

Considérons f la fonction polynomiale de degré deux définie par f(x) = ax? + bx + ¢ (avec a # 0) et A son discri-
minant. Voici deux propositions :

e 1 :" Sipour tout nombre réel x, f(x) >0, alors A<0."

o Py:"Siac<0alorsA>0."
Pour chaque proposition :
* Indiquer si elle est vraie ou fausse;

« Enoncer sa réciproque et indiquer si elle est vraie ou fausse.

G - Problemes

Y % % v ¥ EXERCICE 21 (Le probléeme d’Al-Khwarizmi) ...........oooiiiiiiiiiiiiii e @

1. Le mathématicien arabe Al-Khwarizmi imaginait que résoudre I'équation x? + 10x = 39 revenait a trouver la
longueur x telle que 'aire du rectangle AEF D ci-dessous a 39.

A XY B 10 E

X x? 10x

Pour cela, il découpait le rectangle BEFC, en deux rectangles de dimensions 5 et x, puis effectuait, le « col-
lage » ci-dessous,
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X 5
X x? 5x
51 bx

(a) Expliquer pourquoi résoudre 'équation x? + 10x = 39 revient a résoudre 1'équation :
(x+5)*-25=39

(b) Déterminer x.

2. (a) Résoudre l'équation x? + 10x = 39 en calculant le discriminant.

(b) Trouve-t-on les mémes solutions qu’a la question 1.7?

%% % k5% EXERCICE 22 (Triangle reCtangle) . . ... ...ttt ettt et e @

Laire d’'un triangle rectangle est 429m? et son hypoténuse a pour longueur k = 72,5m. Déterminer le périmétre
de ce triangle.

ok k%K Y EXERCICE 23 (Dans le plan) ... .....oouoine et e et een @
Le plan est muni d'un repeére orthonormé d’origine O. Considérons :

* (d) ladroite d’équation: y =2x+4;

* M(x,y) un point de cette droite.

Déterminer les coordonnées des points M tels que la distance OM soit égale a /5.
KA KT EXERCICE 24 (DISQUES) . ..o eeettttite ettt ettt ettt e et ettt e et ettt e e e e e e eeanas @

Charlotte doit créer un pendentif formé de trois disques deux a deux tangents. Le point M appartient au diametre
[AB], de longueur 4cm, du grand disque.
On note x lalongueur AM en cm.

A
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1. Démontrer que l'aire, en cm?, de la partie bleue est :

71(—x2 +4x)

D(x) = 2

2. Déterminer la position du point M telle que I'aire de la partie bleue soit maximum. On note cette aire Dpax.
3. Laire de la partie bleue du pendentif doit vérifier les contraintes :
0,5Dmax < D(x) <0,75Dmax

Ou Charlotte doit-elle placer le point M?

Yk % %k Y EXERCICE 25 (RECtANGLE) . . ...ttt @

Un terrain rectangulaire a pour longueur 30m et pour largeur 12m.
On se propose d’aménager un chemin de largeur x, en metre, le long de deux c6tés consécutifs comme le montre
la figure ci-dessous,

wel

2

30m

La larguer x du chemin doit étre supérieure a 0,8m et on souhaite que la partie restante du terrain ait une aire
supérieure a 280m?.

1. Indiquer un intervalle dans lequel se trouve la largeur x du chemin.
2. Vérifier que la condition sur l'aire de la partie restante se traduit par I'inéquation x? —42x + 80 = 0.

3. Résoudre cette inéquation et en déduire les valeurs possibles de la largeur x du chemin.

D 8. & & - €2] T0] 03 o0 700 @

On coupe un segment de longueur 100cm en deux parties : avec la premiére on construit un carré et avec la
seconde un cercle.

Lorsque la figure évolue de gauche a droite du segment, expliquer :
1. Comment varie I'aire du carré? L'aire du disque?

2. Comment varie la somme des deux aires?
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FOR KK EXERCICE 27 (CUDE) . ..ottt et e et e et et et e e e e @

Al'un de ses sommets, un grand cube a été évidé d'un petit cube pour obtenir le solide représenté ci-dessous. Ce
solide a un volume de 208m?.

4m

Déterminer, en metre, I'aréte du grand cube.

EXERCICE 28 (DEfis OlYIMPIQUES) . . ..o e vttt ettt ettt ettt e e et e e e e @

1. Le nombre d’or, noté ¢, est la solution positive de I'équation x> — x — 1 =0.
Déterminer la valeur exacte de 2019,

2. On considere deux types de cubes : certains ont des arétes de x centimeétres, les autres des arétes de x + 2
centimetres.
Le volume d’un gros cube dépasse de 56cm? le volume d’un petit cube. Déterminer la longueur de l'aréte
d’un petit cube.
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VRAI OU FAUX ?

6 '@

a) Le discriminant du polynéme 2x? —3x + 1 vaut 1. HEN
b) Le discriminant du polynome x? +4x + 5 vaut 4. NN
¢) Le discriminant du polynéme 3x? +2x — 1 vaut 16. HEN
d) Le discriminant du polynome —x%+6x—9vaut 0. ] O]
e) Le discriminant du polynéme 5x> — 2x + 3 est positif. HEN
f) Léquation x? +4x +5 = 0 n’admet aucune solution réelle. LI O
g) Léquation x? — 6x +9 = 0 admet deux solutions distinctes. HE
h) Léquation 2x% —3x+ 1 =0 admet deux solutions réelles distinctes. L[] [
i) Léquation —x? +6x —9 = 0 admet une unique solution réelle. HE
j) Léquation 5x — 2x + 3 = 0 admet une solution réelle. L O
k) Les solutions de x% —5x+6 =0 sont 2 et 3. L[] [
) Les solutions de 2x% —3x+ 1 = 0 sont % etl. ] O]
m) La solution de x*> —6x+9 =0 est x = 3. HEN
n) Les solutions de x> —4x—5=0sont —1 et 5. L[] [

M. DESORGERIS



Lycée Marcel Sembat - Mathématiques

B
[t

6 '@

M. DESORGERIS



