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Premiere - Polynome du second degré

Introduction

Au college vous avez appris a résoudre des équations de degré un, c’est-a-dire des équations de la forme :
ax+b=cx+d, et vous avez vu qu’'une solution, si elle existe est de la forme : x = %. En classe de seconde vous
avez prolongé ca en résolvant certaine équation de degré deux, celle qui sont de la forme équation produit nul
a(x —ry)(x—r2) = 0. Le but de cette année sera de savoir résoudre les équations de degré deux (ou alors de savoir

assurer qu’elles n’ont pas de solution dans certains cas).

Définitions et vocabulaires

A - Fonction polynome

Définition 1 : Fonction polynomiale

ON APPELLE ..ottt toute fonction f définie sur R tel que pour xR :

T () = e
ol les n + 1 nombres réels : ag, ay, ..., @, sont appelésles .........cccevvervrereennnne de notre fonction polynoéme f.
Cette forme s’appelle la .........coceeievierenniniienenienienieneeeeeene de la fonction polyndme du seconde degré.
Dans le cas o1 a;, #0, on dit que n estle. .................... de notre fonction polynéme f et on notera: ...............

@Aretenir: Le terme de plus haut degré en x (ayant donc un coefficient non nul) nous donne le degré de notre
fonction polynome.

C’est-a-dire: P: x — 0x" + x"~! n'est pas de degré n mais de degré n— 1 car le coefficient devant le terme de degré
n estnul...

© Information : On abrégera fonction polynomialeen ..............................

Exemple :
e P;:x+— 5estune fonction polynomiale de degré .....
* Py:x— 2x—7estune fonction polynomiale de degré .....

4 _

e P3:x— —3x’ +5x8+mx %xz + x + 8 est une fonction polynomiale de degré .....

* Py:x+— (x+1)(x+2) estune fonction polynomiale de degré......, en effet Py(x) = .ccceovveverveenervienervienennnnn

@Aretenir: Le degré d’'un polynome s’obtient a partir de la forme développé du polynome. Il faut donc bien
penser a développer 'expression de notre polynome pour obtenir son degré.

& A savoir faire 1 : Déterminer le degré d’une fonction polynomiale

Déterminer le degré de chacune des fonctions polynomiales suivantes :

1. P1:36r—>7)c—5+6x8 3. Ps:x—(x+1)(x+2)(x+3)

2. Prix—x*+3x3-8x%2+x3—x*-7x+3 4, Pyix— (Ax+2)%2—(7x-1)2
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© Information:

* Onappelle......ccccerereenennee. tout polyndme pour lequel un seul coefficient est non nul (peu importe son degré).
Par exemple : m : x — 9x° est une fonction monome de degré ........

* Onappelle .......ccccevveuenenne. tout polynéme pour lequel deux coefficients sont non nuls
Par exemple : b: x — 5x* — 8x est une fonction binome de degré ........

e Onappelle .......ccocervuerennenne tout polynéme pour lequel trois coefficients sont non nuls
Par exemple : £: x — —2x? + x — 6 est une fonction trinéme de degré ........

e Etons'arréterala...

B - Fonction polynome du second degré

Définition 2 : Fonction polynomiale du second degré

Soient a, b et c trois nombres réels tels que a # 0.

On appelle .....ccovveeiiniiniiniiniineeieeeeteseete et toute fonction f définie sur R tel que pour tout xe R:
FU) = e

Cette forme s’appelle [a .........cocveeievienieiiiniienenieneeieseeeesieenns de la fonction polyndme du seconde degré.

On appellera @ le ..........cocceveeiiininininiiieeceeeeeeeeeeeeeeaes de notre fonction polynomiale de degré 2,

DLE e €L C L i

© Information: On abrégera fonction polynomiale du second degré en polynéme du second degré, ou encore
trindome du second degré.

Exemple :

e f:x— 7x*+3x+1 est une fonction polynomiale du second degré de coefficient quadratique .....,
coefficient linéaire ..... et coefficient constant .....;

 g:x— x?—1estune fonction polynomiale du second degré de coefficient quadratique....., coefficient
linéaire ..... et de coefficient constant .....;

e h:x~— x3—x?—1n'est pas une fonction polynomiale du second degré étant donné que deg(h) = ......

e
Z A savoir faire 2 : Reconnaitre un polynéme du second degré et identifier ses coefficients

Reconnaitre les polynémes du second degré et déterminer les coefficients quadratique, linéaire et constant de
leur forme développée :

1. Py:x— x2 3. Py:x— 2x+3)(x—1) 5. P5:x— x> —(x—1)2

2. Py:x—7x—-3+x° 4., Py:x—5x-3 6. Pg:x— (x+1)3—x3
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n Premiere - Polynome du second degré

(11l Forme canonique

A - Un premier exemple

Lobjectif pour résoudre une équation de degré deux est de se ramener a une équation de degré un a l'aide de la
PTOPTIELE ..ottt ettt
Par exemple sur I'équation de degré deux :

25x*~36=0 (E)

On va chercher a obtenir une équation produit nul, nous avons déjale "nul" étant donné que nous avons le second
membre égal a 0. Il nous faut maintenant gagner le " produit" car ici le membre de gauche dans notre équation (E)
estune somme. Pour transformer cette somme en un produit on va cherchera...........cocoeveveninieneninennneneenceceeeenne
Factorisons notre polynoéme du second degré :

1T R s RS

Ainsi I'équation (E) devient :

AinSi 7 = v
Si maintenant on s’intéresse a I’équation du second degré suivante :

x*+2x-8=0
De la méme maniére on va chercher a se ramener a une équation produit nul :
* Lesecond est déja égala 0 v';

e Malheureusement on a beau chercher on ne va pas réussir a factoriser notre membre de gauche (ni facteur
commun, ni identité remarquable...)

.... de fagon a obtenir
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Exemple :
Soit Py : x— x%+2x—8,
les deux premiers termes sont X2 b 2K = e , on reconnait ici le début d’'une identité
remarquable :
Iciil nous manquece....... pour avoir notre identité remarquable compléte, c’est pour cela qu’on va ajouter
....... , sion ajoute il faut .............................. pour conserver I'égalité, ainsi :
B R .
Onaalors: Pi(X) = .eevvevereeeneereennnen qui est la forme canonique de notre fonction polynomiale.

Grace a cette forme canonique nous allons voir sil'on peut factoriser P (x) :

D’ou1’équation P;(x) = 0 (que I'on a défini en haut de la page) est maintenant facilement résoluble par la
propriété d’équation produit nul.

Voyons sur un autre exemple, plus complexe :

Exemple :

Cherchons la forme canonique du polynéme P, : x — 2x? + 3x — 14.

Dans ce cas la on remarque rapidement que le coefficient dominant (le coefficient devant le terme de plus
au degré, ici le coefficient quadratique) n’est pas égal a 1 comme dans I'’exemple précédent.

Lobjectifici va étre de se ramener a un polynéme ayant comme coefficient quadratique 1. Pour cela on va

A partir d’ici on faire le méme travail que précédemment mais avec le polynome : ...........cc.ccevevenneee.
De la méme maniere on va chercher a retrouver le début d'une identité remarquable dans :

On essaye toujours de faire APPATATIIE :© .....cocevierierieriiniee ettt ee st s bt et s et esseesbesmeessesneen ,
Ce fAMEUX ..ooviriiiiiieieeieeeeeee e (qui est 1a pour conserver 1'égalité n’oublions pas) sera le
terme manquant dans notre identité remarquable (ou plus précisement la racine du terme manquant...)
Dans notre cas :
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E Premiere - Polynéme du second degré

Reprenons notre polyndme et reinjection ce que ’on vient de trouver :

3
2 A X = T S oo e r s r e
2

Nous venons d’obtenir la forme canonique de notre polynéme ayant comme coefficient quadratique 1.
Ainsi, pour notre polynome de départ : Po(X) = ..ccceevireerereerenieneneeneneesieseesre e e ssee e seesreeseenne
Egalement, a partir de cette forme, on peut factoriser :

Po(X) = e

Et encore une fois la résolution de I'équation du second degré : 2x? + 3x — 14 = 0 devient trivial.

oo s
# A savoir faire 3 : Déterminer la forme canonique d’'un polynéme du second degré

Déterminer la forme canonique de chacun des polynémes du second degré suivant :

1. Py:x— x*—12x+5 2. Ppix—2x>—12x+6
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B - Théoreme

Théoreéme 1 : Forme canonique

Soit P une fonction polynomiale de degré deux, de forme dévelopée : P(x) = ax® + bx + c (on a alors a # 0)
P s’écrit de fagcon unique sous sa forme canonique :

Les coefficients a et f peuvent s’exprimer en fonction des coefficients a, b et ¢ de la forme développée :

® A= .. (aretenir);
_ _ b*—4ac
* ﬁ - 4a
Onaaussi: f=......... (aretenir).

A Attention : Dans un exemple concret, on n'utilisera pas cette formule difficile # mémoriser, mais on retiendra
la méthode pour obtenir la forme canonique d'un polynéme du second degré a I'aide du "ajouter-retirer".

Démonstration :

Soit P : x — ax? + bx + ¢ une fonction polynomiale de degré deux.

e Etape 1: On factorise par la coefficient quadratique
Comme P est une fonction polynomiale de degré deux on sait que a # 0, ainsi pour x e R :

P(x) = a(x2+ Bx+ E)
a a

b

On se concentre alors sur le polynome x — x? + oxX+ <

« Ftape 2 : On reconnait le début d’une identité remarquable de la forme A% +2AB + B?
Ona:

o, b 2
X+ —X=X"4+2xx%x—
a 2a

On complete alors :

S R
X+ —Xx=x"42xxx—+|—]| -
a 2

a 2a Z
b\*> bP?
=|lx+—| ——
( Za) 4q?

D’otl1 en réinjectant dans notre polynome de départ, on a:

b)2 b? c)
X+—| ——+—

Px)=a
(%) ( 2a 4a’2 a

« Ftape 3 : On réduit notre expression

On reconnait ainsi :

Px)=alx—a)+p
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E Premiere - Polynome du second degré

De plus on a bien :
P@)=ala—a)*+pB
=ax 02+ﬁ

=p

ez N

(eg® & G 2 . q 9 A p
Z A savoir faire 4 : Déterminer les coefficients associés a la forme canonique d’'un polynéme du second degré

Déterminer les coefficients a et § associé a forme canonique de chacun des polynémes du second degré sui-
vant :

1. Py:x— x*+16x 2. Pyix— —x*>+4x-5
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%141 (B IIM Courbe représentative

A - Sommet et axe de symétrie

Propriété 1 : Sommet et axe de symétrie de la parabole

Soit P une fonction polynomiale du second degré de forme développée : P(x) = ax® + bx + ¢ et de forme
canonique P(x) = a(x — a)® + B.

Dans un repere du plan, la courbe représentative de notre fonction polynomiale du second degré est
.............................. AYANT POUT ..eeeveerireieneeienieneenienieneeneeneeneeneeneene. 1@ droite d’équation ......................... €t le

R Casouta>0
@ Aretenir: On remarque que :

* Sia>0alors f estle minimum de P sur R, on notera miﬂ{{l(P(x)) E R
X€E

* Sia<0alors f estle maximum de P sur R, on notera meﬂ%((P(x)) E
Xe
Exemple :
En reprenant une fonction polynomiale du second degré que I'on a déja traité dans un exemple précédent :
P:x—2x*+3x—14

Comme onadéjavu: P(x) =2 (x+32)° = 2L =3 (x— (-2))* = 12 onaalors:

8 8
* A=..... ;
® A=
* f=ne.
Donc la droite d’équation ............... est un axe de symétrie de la parabole : €p. De plus, ......cccceunee.e. estle
sommet de la parabole %p et comme a > 0 on peut affirmer que................ est le minimum de la fonction P
sur R.

Z A savoir faire 5 : Déterminer 'axe de symétrie et le sommet d’une parabole

Déterminer I'axe de symétrie et le sommet de chacune des paraboles suivantes :
1. y=x 2. y=(x-3)? 3. y=-x2+4x-5
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Premiere - Polynéme du second degré

Z A savoir faire 6 : Retrouver expression d’une fonction polynomiale a partir de son graphe

Nous représentons le graphe de P une fonction polynomiale, dans un repére orthonormé du plan.

y Déterminer le signe du coefficient quadratique de P.

1.

2. Déterminer P(0).

3. Résoudre P(x) = 0.

4. Déterminons la forme canonique de P.

(a) Déterminer les coordonnées du sommet de p. En déduire les cd
efficients a et B de la forme canonique de P.

(b) Donner la forme canonique de P, en fonction du coefficient qud
dratique a.

(c) Déterminer a et en déduire la forme canonique de P.

/ 1\ * 5. Déterminer la forme développée de P.

1
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B - Variations d’une fonction polynomiale du second degré

Théoréme 2 : Variations

Soit P : x — ax? + bx + ¢ une fonction polynomiale du second degré, de forme canonique :
Px)=alx—a)?+p

Les variations de P dépendent du signe du coefficient quadratique a et de a :
® Sia>0:8l0rS f St .cviiniiniiiiriiienieientereet ettt PULS oottt ete e etesteetesieenesaeenees

® SiA@<0:AlOTS .oovveeeieiieierieeteeeeieseerteeeesteseesaeereesaesneens PUES coeieiiiieieeieeiteeeeieete ettt sne e

@ A retenir: On retiendra les deux tableaux de variations suivants :

x —0OQ = eseseeses +m x —0OQ = eeesceses +Oo
Variations Variations
de P de P
Casouta>0 Casotta<0
Démonstration :

Soit f: x — ax?+ bx + ¢ une fonction polynomiale de degré deux.

Montrons que f est décroissante (respectivement croissante) sur ] —oo, a] puis croissante (respectivement
décroissante) sur [a, +oo[ si a > 0 (respectivement a < 0).

Pour cela utilisons la forme canonique de f. On sait qu’il existe a et § deux réels tels que, pour tout x e R :

f)=ax-a)?+p
Considérons a > 0 : (le cas ol a < 0 est quasi identique)

Soit x1,x0 €] —infty,altelque: x; <xpy<a = ~5g on aalors:
a

b b
X1+ —=<x2+—<0
2a 2
2
( ) (xz + 2—) car la fonction x — x? est décroissante sur R_
a
2 p’-4ac ( b )2 b? —4ac
—_— > a S

X2+ —
4a 2a 4a
fx1) = fx)

b 2
x1+—) >a(x2+—) cara>0
2a

a(xl + —
2a

D’ou f est décroissante sur ] — oo, a]. Regardons maintenant sur [a, +00].
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Premiere - Polynome du second degré

Soit x1, X2 € [@, +oo[ telque: a < x; < x» = Y on aalors:
a

b b
X1+—<x2+—=<0
2a 2a

2
) (xz + 2—) car la fonction x — x? est croissante sur R,
a

b 2
(x1+—) _a(x2+—) cara>0
2a

b?-4ac b\* b?-4ac
— <alop+—| - ———
4a 2a 4q

fx1) = fx)

2
a x1+— -
2a

D’ou f est croissante sur [a, +ool.
Montrons maintenant que, dans le cas out a > 0, f admet pour minimum f atteint au point d’abscisse a.
Une nouvelle utilisons la forme canonique de f. On sait que pour tout x e R, on a:

(x—a)*=0
a(x-—a)*=0 cara>0
ax—a)’+p=p
fo=p

Exemple :
En reprenant toujours la méme fonction polynomiale du second degré qu’a I'exemple précédent :

P:x—2x*>+3x—14

Comme onadéjavu: P(x) =2(x+ %)2 ~Bl-2(x- (—%)) Ll onaalors:

Donc le tableau variations de P est :

Variations
de P

oo~
& A savoir faire 7 : Dresser le tableau de variation d’une fonction polynomiale du second degré

Dresser le tableau de variations de chacune des fonctions polynomiales suivantes :

1. Py:x——x*+4x-5 2. Pp:ix—2x>—12x+6
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Premiere - Polynome du second degré

Vs CAAYA Exercices

A - Fonction polynomiale

b @A QA k@il 00.€3] T0) (03 8 BB =71 () I @

Déterminer le degré de chacune des fonctions polynomiales suivantes :

. fix—3x°+x*-3 4. fix—x3+2x-2
2. fix—1+9x+4x8 5. f:x— —6x*1 +4x102+8
3. fix— x*>-2x*+6x3 6. f:x— x*>—2x*+6x3
F A Yo7 EXERCICE 2 (POLYNOIMIE 2) ..ttt et e ettt ettt e e e ettt et e e ettt e e e e e e eeaans @

Dire si les fonctions suivantes des fonctions polynomiales ou non? Si oui, donner le degré de ce polyndme et
lorsque cela est possible donner le coefficient quadratique, linéaire et constant associé a chaque polyndome.

I fix—x?x+1 5. f:x— x3+2x-2019
2
2. fix——v2+x-3x? 6. f:x._,x__f+9
2 3
3. f:x'—’x2+3\/}—2 7. f:ngxz_S
2 2
X“+3x-2 x“+8x-19
4. fix— ——— 8 frxm— — = %
! X+x+1 ! 15
D8 & QARG D5.€51:103 (o8 ok ST Ve L (51=) (o) o o =) ) P @

Sans développer entierement les expressions, donner pour chaque fonction polynoémiale son degré et son coeffi-
cient dominant.

L fix—(xX*+x-8)(x>-2x2+x+2) 4. frx— (x3+2x-2)(—2x> +6x3 - 7x)
2. fix— (2x*>+3x+4)(5x° +3x% - 7x) 5. f:x— (—6x%1 +4x'92 4+ 8)(x?® +6x!0-9)
3. frx— (x?-2x*+6x%)(2x-9) 6. f:x— (x3—2x%+1)(1-3x+2x?)
FR KT EXERCICE 4 (Bt SANS TICIL 2) .+ vttt ettt et et et et et e e e e et et e e e e e e e e e e et @

Soient P, Q et R trois polynomes de degrés respectifs 2,3 et 5. Donner le degré des polynémes PQ, PR, QR et PQR.

B - Forme canonique

% % K Vs 7% EXERCICE 5 (FOIME CANOMIGUE) .. ...ttt ettt ettt ettt e e et ettt e e e e e e e @

Déterminer la forme canonique de chaque fonction polynomiale, et factoriser des que cela est possible.

. fix—x>+2x-3 5. fix—x>—7x+10 9. f:x—5x>-8x-3

2. fix—x*+4x-9 6. f:x— x>+15x+30 10. f:x— —5x>+12x+3
3. fix—x>+6x—1 7. fix—2x*>+4x-3 11. f:x— —4x>—10x+2
4. f:x—x*—10x+10 8. fix—3x>—x+9 12. f:x— —2x*—6x+3
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D 0. & ke 0943 T0) (0r o J (o) 3 Lor 1) 01 ) IS @
Pour un polynéme P, notons : P(x) = a(x—a)?+ fla forme canonique de P. Donner la forme canonique et préciser
les valeurs des coefficients a, a et § pour chacune des fonctions polynomiales suivantes :

l. f:x—5-6(x+2)2 3. fix—4(x-3)(x+2)

2. fix—2x-3x*-1 4. f:x— —mx?+2x

C - Courbe représentative

DB SAGAEA 5451103 (o) sl AU N - o1 o @

Soit f une fonction polynomiale du second degré.
Tracer la représentation graphique %2 de f dans un repére orthonormé tel que :

e f admet 4 pour maximum sur R;
* f estcroissante uniquement sur ] —oo, —2];

o & passe par le point de coordonnées (0, 3).

% % e Yo% EXERCICE 8 (Tableau de variations) ...........ouuuuuueiinett ittt @

Etablir le tableau de variations de chacune des fonctions polynomiales suivantes :

. fix—x*+2x-3 4. f:x—2x*>+4x-3

2. fix—x>-7x+10 5. fix—3x>—x+9

3. frx—x*+15x+30 6. f:x— —5x>+12x+3
K P VeV EXERCICE 9 (EXITEIMUITI) . ..o octt ettt e ettt et et et e et e ettt e et e e et ee e et ee e e eiaaeaas @
Déterminer 'extremum de chacune des fonctions polynomiales suivantes :

1. fix—6(x—2)2-7 2. fix——3(x+4)?%-2
KA A EXERCICE 10 (BEUAC #1) oo (9

Soit f:x— 5(x— 1)2 — 3 définie sur R.
1. Démontrer que f est décroissante sur | — oo, 1].
2. Dresser le tableau de variations de f sur R.

3. Déterminer I'extremum de f sur R.

FA KTy EXERCICE 11 (BHUA@ #2) . . ..ottt e e, @
Soit f: x — 2(x — 3)?> — 8 définie sur R.

1. Déterminer la forme factorisée et sa forme développée de f.

2. Sans démonstration, donner :

(a) I'axe de symétrie et le sommet de la parabole représentant la fonction f;
(b) lesignede f sur R

kK77 EXERCICE 12 (OPHIMSAtON) + -+« e eeeee et e e, v

Soient M un point du segment [AB] de longueur 1 et deux carrés de cotés respectifs [AM] et [M B].
Notons AM = x et A(x) = AM? + MB?
1. Exprimer A(x) en fonction de x.

2. Pour quelle position du point M, A(x) est minimale?
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Premiere - Polynéme du second degré

VRAI OU FAUX ?

R

a) Laforme canonique de f(x) = x*> —6x+5est f(x) = (x—3)*> —4. HE
b) La forme canonique de f(x) = x®+4x+1 est fx)=(x+ 2)2 +5, ] O]
¢) Laforme canonique de f(x) =2x? —8x+3 est f(x) = 2(x —2) —5. HEN
d) Laforme canonique de f(x) = —x?+10x — 21 est f(x) = —(x —5) + 4. HE
e) Laforme canonique de f(x) = 3x2+12x+7 est fx)=3(x+ 2)2 —5, ] O]
f) Le sommet de la parabole représentant f(x) = x%2—6x+5 est S(3;—4). ] O]
g) Le sommet de la parabole représentant f(x) = 2x* — 8x + 3 est S(—2; —5). HE
h) Le sommet de la parabole représentant f(x) = —x? + 10x — 21 est S(5;4). HEN
i) Le sommet de la parabole représentant f(x) = 3x%+12x+7 est S(2;-5). ] O]
j) Laxe de symétrie de la parabole représentant f(x) = x> —6x+5 est la droite d’équa- HE
tion x = 3.
k) L'axe de symétrie de la parabole représentant f(x) = 2x2—8x+3 estla droite d’équa- ] O]
tion x = —-2.
) L'axe de symétrie de la parabole représentant f(x) = —x% +10x — 21 est la droite ] O]
d’équation x = 5.
m) Laxe de symétrie de la parabole représentant f(x) = 3x? + 12x + 7 est la droite L O
d’équation x = —2.
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n) Laforme développée de f(x) = (x —4)> +2 est f(x) = x> —8x+18.

0) Laforme développée de f(x) =2(x+ 3)2—1 est fx) = 2x%+12x+17.

p) Laforme développée de f(x) = —(x—2)? +7 est f(x) = —x% +4x+3.

q) Laforme développée de f(x) =3(x—1)> -5 est f(x) =3x> —6x—2.

r) Laforme développée de f(x) = —2(x + 4)% 1+ 6 est fx) = —2x%—16x+38.

s) Dans la forme canonique f(x) = 2(x—3)? +5, le coefficient quadratique de la forme
développée vaut 2.

t) Dans la forme canonique f(x) = 2(x — 3)2 + 5, le coefficient linéaire de la forme
développée vaut —12.

u) Dans la forme canonique f(x) = 2(x — 3)2 + 5, le coefficient constant de la forme
développée vaut 23.

v) Dans la forme canonique f(x) = —(x+2)2 +4, le coefficient quadratique de la forme
développée vaut —1.

w) Dans la forme canonique f(x) = —(x + 2)2 + 4, le coefficient linéaire de la forme
développée vaut 4.

x) Dans la forme canonique f(x) = —(x + 2)2 + 4, le coefficient constant de la forme
développée vaut 0.

y) Dans la forme canonique f(x) =3(x+ 1)2 -2, le coefficient quadratique de la forme
développée vaut 3.

z) Dans la forme canonique f(x) = 3(x + 1)? — 2, le coefficient linéaire de la forme
développée vaut 6.
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