Développement, factorisation
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Tale M.Expertes - Développement, factorisation

Introduction

IDans ce chapitre nous allons revoir brievement les méthodes de développement et pousser davantage I'étude
de la factorisation des polyndmes a I'aide notamment de ses racines et découvrir la division euclidienne de poly-
nomes.

Développement

Développer un produit, c’est transformer un produit en une somme.

A - Distributivité

Propriété 1 : Simple et double distributivité

Soient a, b, ¢, d et k des nombres réels :

¢ Simple distributivité: k x (a+ b) = ka+ kb

¢ Double distributivité : (@) =ac+ad+ bc+ bd

1

Exemple :
e 2(5x—-1)=2x5x+2x(-1)=10x-2
=T A

N N , )
. (2x+3{(4x—/1)=2xx4x+2x><(—1)+3><4x+3><(—1):8x —-2x+12x-3=8x"+10x-3

B - Identités remarquables

Propriété 2 : Identités remarquables de développement

Soient a et b deux nombres réels, on a :
e (a+b)?=a’+2ab+b?;
e (a-b)?=a*-2ab+b?;
e (a-b)(a+b)=a*- D>

(" <
Z A savoir faire 1 : Développer et réduire une expression littérale
P

1
2
B OX =) (B A ) = ettt e e
4, 2a% —3(A—5)+ (Ba— 1) = o
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C - Méthode (cas d’'une distributivité simple et d'une distributivité double)

@Aretenir: Pour développer on suit les priorités opératoires, pour éviter certaines erreurs courantes chez les
"neo-développeurs" on peut prioriser la double distributivité a la simple, méme si on gardera en temps qu'iln’y a
pas de priorité entre les deux.

¥R Erreur fréquente : Pour ceux qui ne veulent pas écouter le conseil précédent voici ce qu'il ne faut surtout pas
faire :

ka+D)(cE

b)(kc+ kd)

Voici ce qu’il faut faire :

>

k(a+b)(c+d) = (ka+kb)(c+d) |

QOu alors: —
] k(a+b)(c+d) = (a+Db)(kc+kd) \

4 <
Z A savoir faire 2 : Développer et réduire une expression littérale
O B e ) O o

m Factorisation

Factoriser une somme, c’est transformer une somme en un produit.

A - Facteur commun

Propriété 3 : Facteur commun

Soient a, b et k des nombres réels, on a la factorisation suivante :

ka+kb=k(a+b)
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@ Aretenir: La factorisation c’est mettre ce qui est redondant en facteur, c’est-a-dire en prenant une phrase :
Zakary va chercher du pain, puis Zakary va chercher sa soeur puis Zakary va chercher un colis

Dans cette phrase c’est le groupe de mots Zakary va chercher qui est redondant. Pour alléger la phrase en francais
on dirait plutot :
Zakary va chercher du pain, puis sa soeur, puis un colis

Exemple :
e 12x—4=4x3x+4x(-1)=43x-1)
e 9x% —6x=3x3x?+3 x (—2x) =3(3x* —2x).
Ici nous n’'avons pas factorisé au maximum, nous pouvons encore factoriser 'un des deux facteurs!
9x% - 6x =3(3x2 - 2x) =3(x x 3x+x x (—2)) =3 x x(3x—2) = 3x(3x —2) |
Nous avons bien factorisé au maximum car nous ne pouvons factoriser aucun des deux facteurs pré-
sent.

© Information: Le deuxiéme point de 'exemple on aurait pu tout de suite remarquer que 3x était un facteur
commun des deux termes de I’expression littéral.

® 5 . . . .
% A savoir faire 3 : Factoriser a 'aide d’un facteur commun

\S]
\]
=
&
+
©
=
|

B - Identités remarquables

Propriété 4 : Identités remarquables de factorisation

Soient a et b deux nombres réels, on a les factorisations suivantes :
e a’+2ab+b®=(a+b)?
o a’—2ab+b?=(a-b)?

e a’—b?>=(a-b)(a+b)

@ Point chaud: On remarque que ce sont juste les identités remarquables de développement lu de droite a
gauche! Donc pas de panique il n'y en a pas six a apprendre mais seulement trois a savoir lire dans les sens. Cette
faculté de savoir lire les égalités de gauche a droite mais aussi de droite a gauche est une faculté trés importante
qu’on travaillera tout au long de I'année.

Exemple :
o 4x%2+49+28x=(2x)2+2%x2xxT7+6%=2x+7)?
o X2—6x+9=x%>-2xxx3+3%2=(x-3)?

e 9x2-25=(3x)2-5%2=(3x-5)(3x+5)

‘ & A savoir faire 4 : Factoriser a Paide d’identités remarquables, mais pas que... ’
O T B P
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C - Méthode

Pour factoriser une expression littéral on peut suivre la méthode suivante :
* Y a-t-il un facteur commun?
¢ Si oui, on factorise par le facteur commun;
¢ Sinon, y a-t-il une identité remarquable?
* Sioui, on factorise via I'identité remarquable;

 Sinon, on va "scinder" I’étude sur chacun des termes de notre expression.
On va factoriser a part chaque terme en repartant du début de cette méthode.

On n’oubliera pas de réduire chaque facteur et de se poser la question :

¢ A-t-on factorisé au maximum ? En faisant I’étude de chaque facteur de notre expression factorisée.

Exemple :
Factorisons I'expression littérale : A = (2x — 12— (5x+ 1)(6x —3) + (8x2 — 2) On suit la méthode énoncée
précédement :
* Nous n'avons pas de facteur commun sur I’expression globale;
* Nous ne repérons aucune identité remarquable de factorisation sur I'expression globale;
* Nous allons alors scinder I’étude sur chaque terme de I'expression, factorisons chacun des termes :
e 2x—1)? est déja factorisé au maximum car aucun facteur commun ni identité remarquable de
factorisation...
e Gx+1)6x—-3)=06Bx+1)Bx2x+3x(-1))=0Bx+1)x32x-1)=306Gx+1)2x-1)
o 2x4x*+2x (-1)=2(4x*-1) =2(2%x*-1%) =2((2x)* - 1%) =22x - 1)(2x +1)
* Lexpression a factoriser est alors : (2x — 1)2-3Gx+1)2x-1)+22x-1)2x+1)
On reprend alors la méthode du début :

¢ On abien un facteur commun: 2x—1)2-36x+1)2x—1)+22x—1)2x+1).
On peut alors factoriser 'expression par 2x — 1, on obtient alors :

2x-1[2x-1-3Gx+1)+22x+1)]=02x-1)[2x—1-15x-3+4x+2]
=2x-1[-9x-2]
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* Attention! N’oublions pas de se poser la question suivante : peut-on encore factoriser un des
facteurs?
Icic’est le cas, 2x — 1 est factorisé au maximum, mais —9x — 2 est factorisable par -1.

e Eneffet: -9x—-2=-1x9x+(-1)x2=-19x+2) = —-(9x +2)

Ainsi nous avons| A=—-(2x-1)(9x+2) ‘ qui est I'expression factorisé au maximum de A.

% A savoir faire 5 : Factoriser a 'aide de la méthode
2(X=2) (X4 D) 4 (2 =4) =31 = X) (A = 2) = ettt ettt e

D - Factoriser a l'aide des racines d’'un polynome

Théoreme 1 : Factorisation

Soient a, b, c € R tels que a # 0.
Le polynome du second degré ax? + bx + ¢ se factorise éventuellement de la fagon suivante :

e SiA>0, ax?+bx+c=alx—x;)(x—x2) ol x; et x, sont les racines de notre polynome;
e SiA=0, ax?+ bx+c = a(x— xp)? ol1 xp est la racine double de notre polyndéme;

* Si A <0, alors notre polynéme n’a pas de forme factorisée sur R.

Exemple :

En reprenant I'exemple suivi tout au long du chapitre, factorisons le trinéme : —2x% +3x — 1.
On avu que A =1 > 0, donc notre polyndme est bien factorisable. De plus, nous avons vu qu’il admettait
deux racines réelles distinctes qui sont :

1
x1=1 et xp=-—
1 2=35
On obtient alors la forme factorisée suivante :

1
—2x*+3x-1=-2(x—-1) (x—é)

¥R Erreur fréquente : Il ne faut pas oublier de mettre le coefficient quadratique en facteur!

oo s
& A savoir faire 6 : Factoriser des polynomes du second degré

Factoriser dans R les polyndémes suivants :

1. Py:x—3x2+11x—4
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Théoréme 2 : Lien coefficients-racines

Deux réels u et v sont les solutions de I'équation x> — Sx + P = 0 si, et seulement si, ces deux réels ont pour
somme u + v = S et pour produit uv = P

Exemple :

Considérons le polynéome du second degré définie par f(x) = 2x? + x — 3.

e D’une part: 1 est une racine que I'on appellera évidente, car :

f1)=24+1-3=0

M. DESORGERIS
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Ce qui nous permet d’écrire :
S=1+x2 et P=1xx2=x»

ou S et P sont respectivement la somme et le produit des racines de f.

e Oronvient de voir quel'ona:

1=-2x8
-3=2xP

3
Donc -3 =2xy © xp = =5

On détermine ainsi facilement la seconde racine de notre polynéme.

(¢a® % . . -~ . . q
% A savoir faire 7 : Utiliser le lien coefficients-racines

Déterminons les racines de la fonction polynomiale du second degré définie par P(x) = x> +4x—5

1. Trouver une racine évidente de notre polynome.

@A retenir : Le dernier théoréme est particulierement utile pour gagner du temps sur la détermination des racines
d’'un polynéme du second degré. Si notre polynéme posséde une racine que 'on nommera : évidente (qu'on
limitera a de 0,1,—1,2 ou —2) nous pouvons facilement déterminer la seconde racine de notre polynéme. Dans
ce genre cas, il n'est pas trés utile de sortir I'artillerie lourde avec le discriminant et le calcul des racines, il est
parfois plus rapide de remarquer une racine évidente et d’en déduire la seconde racine aI’aide du lien coefficients-
racines.

Nous avons vu dans le dernier exemple, un exemple du sens direct du théoréme, c’est-a-dire, nous cherchons deux
réels (potentiellement égaux) qui sont solutions d'une certaine du second degré. Pour ¢a on utilise les coefficients
de notre polyndéme du second degré pour nous aider a résoudre cette équation.

Voyons maintenant un exemple du sens indirect du théoréme, cherchons deux réels qui ont pour somme S et
produit P alors pour cela nous allons résoudre une certaine équation.

Exemple :
Résolvons le systeme, que I'on appelle somme-produit, suivant :
x+y=29
xy =210

Pour que deux nombres x et y aient pour somme 29 et produit 210, il faut et il suffit que ces deux nombres
soient solution de 'équation x% —29x + 210 = 0.
Le calcul du discriminant s’avere positif, il existe donc deux réels ayant pour somme 29 et pour produit

M. DESORGERIS



Lycée Marcel Sembat- Mathématiques E

210.

Ainsi en résolvant notre équation du second degré, on trouve que 14 et 15 ont comme somme 29 et produit
210.

On a alors S ={(14,15); (15, 14)}

Z A savoir faire 8 : Résoudre un systéme somme-produit

. . . R . X
Déterminer I'ensemble des solutions du systéme suivant : {

E - Division euclidienne de polyné6me

Le point important de cette sous-section repose sur le résultat suivant :

Théoreme 3 : Factorisation

Soient P un polynéme de degré n =1 et a € R. Si a est racine de P alors P est factorisable par x — a, c’est-a-
dire : il existe Q un polynéme de degré n—1 tel que :

P(x) = (x—a)Q(x)
@A retenir: 1l est évident que la réciproque de ce théoréme est également vraie.

Exemple:
Dans le cas du polynéme :
P(x) =xX-x*-x-2

il est aisé de remarquer que : 2 est racine de notre polynoéme, en effet :
PR)=23-22-2-2
=8-4-2-2
=0
Ainsi d’apres le théoréme précédent on sait qu'il existe un polynéme Q de degré 2, tel que :

P(x) = (x-2)Q(x)

ouQ(x) = ax?+bx+cou a,b et ¢ sont trois réels. Pour pouvoir factoriser entierement P il faudrait pourvoir
déterminer les coefficients a, b et c.
Pour cela deux méthodes :

M. DESORGERIS
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* Onrésout un systeme, en effet en utilisant le théoréme suivant :

Théoréme 4 : Egalité

Soient P et Q deux polynémes de degré n = 0 de coefficients respectifs : (a;)o<i<n €t (bi)o<i<n,
on aalors:

P = Q si, et seulement si, tous les coefficients de P sont égaux a ceux de Q, c’est-a-dire : pour
tout0<i<na;=b;
ainsi :

xs—xz—x—2=(x—2)(ax2+bx+c)
=ax3+bx*+c-2ax*-2bx-2c¢

=ax’ + (b—2a)x2 +(c-2b)x—-2c

a=1
. PR - R . b-2a=-1
Ainsi par le théoréme précédent on a le systéme suivant : c—2bh=—1
—-2c=-2
* Une autre méthode pour déterminer le polyndme Q est la division euclidienne du polynéme P(x) =

x3 — x? — x -2 par le polynéme x — 2

Explicitons la méthode de la division euclidienne entre deux polynémes :

Théoreme 5 : Division euclidienne des polynomes

Soient A et B deux polynémes non nuls. Alors il existe un unique couple (Q, R) de polynémes tel que
A=BQ+R ou deg(R) <deg(B)

On dit alors que Q est le quotient de A par B et que R est le reste de la division euclidienne de A par B. Si
R =0, on dit que A est factorisable par B ou alors que B divise A

Voyons la méthode pour effectuer la division euclidienne entre deux polynémes.

Méthode 1 : Division euclidienne de polynémes

Cette méthode est sensiblement le méme que pour la division euclidienne de deux entiers.
Regardons le sur un exemple :
Posons la division euclidienne de 6x> —2x? + x +3 par x> — x +1

« Etape 1 : Posons la division euclidienne avec dividende et diviseur de la méme maniére que pour la
division euclidienne de deux entiers

6x3—2x2+ x+3| ¥2— x+1

« Ftape 2 : On commence par chercher par quel monéme multiplier x> — x + 1 pour faire apparaitre un
polynéme dont le terme de plus haut degré est 6x°. Ici il faut multiplier par le monéme 6x, on calcule
alors : 6x (x* — x + 1), ensuite on soustrait alors les deux polyndomes.

6x°—2x*+ x+3| x*— x+1
 6x°—6x2+6x 6x
4x* -5x+3

M. DESORGERIS
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« Ftape 3 : On recommence... jusqu’a obtenir un polynéme strictement inférieur a celui du diviseur.

6x3-2x%+ x+3| x°- x+1
 6x3—6x%+6x 6x+4
4x*> -5x+3
C 4x?—4x+4
-x-1

Dans notre exemple on arrive donc a I'étape final car : deg(—x — 1) < deg(x? — x +1)

Ainsi pour affirmer que :
6x° —2x* +x+3=(x*—x+1)(6x+4)—x—1

(¢a® 3 . . . o s A A
. A savoir faire 9 : Division euclidienne de polynémes

1. Le polynome x* + 3x3 — 12x? + 17x — 9 est-il factorisable par x — 12 Si oui, donner le polynéme quotient.

M. DESORGERIS
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A - Développement

YKk Y5 Yo EXERCICE 1 (DEVEIOPPEMENT H#2) .1\ttt ittt ettt ettt ee e et e e e eae e e iaeeeenaeeaenns

Développer et réduire les expressions suivantes :

1. Bx+8)?2+@2x—-7)?2 3. (7x+5)%+(@Ax—-1)(3x-18) 5. (6x+1)%—(x+2)?
2. (7x—6)(7x+6) — (4x +3)? 4, 4x-3)%2-2(x+1) 6. 5x+6)%2—-Bx-1)2

KA KT EXERCICE 2 (RIGUEUT) . . oo ettt ettt ettt et et e et ettt ettt e et eeeans

Développer et réduire les expressions suivantes :

1. 4x+x[83—x(7—x)] —-2x[4x— (x —2)] 3. 2x-3)2x+3)—(x+5)(x—5)
2. 583x-1)(2x+3)-32x+3)(5-3x)+2x+3 4. 2x+1)(2x—-1)-3(x-5)?

B - Factorisation

WA K YT EXERCICE 3 (FACLOTISAION #1) - v o e ettt e e et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

Factoriser au maximum les expressions suivantes :

(2x+5)(7x—3) + (6x+4)(2x +5) 10. 25x%—16— (2x+3)(5x —4)
(x+7)3Bx-8)-(12x+1)(3x—8) 11. (5x—8)2+10x—16
(2x+5)%+(2x+5)(3x-9)
(9x—4)(5x+6) — (9x—4)(3x +11)

12. (7x+5)(3x—4)—-7x-5
13. 9x2—24x+16—(2x+1)2

© PN w N

Bx-7?%-16

252 — (x4 2)? 14. 7x3+14x% +21x
(6x—5)2 — (4% —3)? 15. X2y —xy? +2x%y?
(7x—3)2 - (7x—3)(4x +6) 16. 49a® —70ab + 25b>
4x%-28x+49+(5x—3)2x-7) 17. 121x* —49a%b?

Wk K Yr Y EXERCICE 4 (FACtOTISAtION #2) .ot vttt ettt ettt e et e et e e e e e e e e e e e

1. 2x—1)%2-(Bx+1)(6x-3)+Bx%-2) 3. 2x%2-2+5(x—-1)%-20
2. 2x=2)(x+ 1)+ (x> —4)-3(1-x)(4—2x) 4. 2x2-2+5(x-1)%2-20

D & & okakd 05.4:3: 10l (o) SRR (OF: 1 o101 )
Sans calculatrice, calculer :
1. 1000012 —9 9992 2. 35x215+35x 785 3. 996 x 1004

Yk K Yr Y EXERCICE 6 (FACTOTISAtION #3) .o vttt ittt ettt et e et e et e e e e e e e e

Factoriser au maximum les expressions suivantes :
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1. x> +x*—4x-4 3. 20xy-8x—15y+6
2. 4x+4y—xz2—yz2 4. —6xy+2x+15y-5
Yk K Yo e EXERCICE 7 (FACLOTISATION H#4) . v o v ettt ettt ettt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e @

Factoriser au maximum les expressions suivantes :

1. 16— x* 4. —12x% +8x?+3x -2

2. x8-1

3. x*+4x*+4 5. XX +xt—x-1
Sk K7 EXERCICE 8 (SIMPUACAtON) -+ eeeeere e e )
Simplifier au maximum les expressions quotients suivantes, on ne souciera pas de leur domaine de définition.

(x—3)%+x*-9 x*-16
x-3 C(x—2)(x+4)

, T2X+3+(x-2)2x+3) A xt-1

' 4x2+12x+9 S (D +2) (X2 +1)
% % K ¥r 7% EXERCICE 9 (Lien coeffiCients-Tacines) ...........oooeuuuuuiiineee it @

Factoriser au maximum avec les expressions suivantes :

L 24 3x_5 3. 4x%+20x-56 5. -3x3-6x2+3x+6
2 2 352
2. x> =2V2x-22 4. —-—9x-24 6. 2x°—10x3 +8x
% K s EXERCICE 10 (Systeme SOMME - PrOAUIL) . . ..o e ettt ettt ttttiee et e e et teeiiaa e e e eeeenans @

Résoudre les systémes suivant :

1 xX+y=64 9 xX+y=5
|l xy=24 | xy=-8
% % % Y vx EXERCICE 11 (Division euclidienne de polynomes) ..........covviiiieeiiiiieeiiiiineeiiineeennnnnn. @

Donner le quotient et le reste dans la division euclidienne de :

1. X*-2Xx3+2X?-2X+1parX-1 2. 3X4-5X3+ X —1par X?-X+2

% KK 7 EXERCICE 12 (FACtOTISAtION #5) « ... vtt ittt ettt ettt et e ettt ettt e e e e e eeas @

Factoriser au maximum avec les expressions suivantes :

3 2 X 5
1. 4x° +24x°+45x+25 3. x3———8x+?
2. 4x3—4x>-8x+8 4. —x3+6x%+ (V2+7)x+V2
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